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1. CEBİR 


. BAŞLICA KANUNLAR, . 


Komütatiflik kanunu : 4-4--b-b--a , ab-ba 

Asosiyatiflik kanunu : 0-4-(6--c)-(a--)4-c ; a(6c)-(ab)c 
Distribütiflik kanunu : a(6--c) -ab--ac 

KUVVET KANUNLARI, 

; (aby-eb; (a —a“ 


a* g"-—a't! 


a#0 olarak, a*—1 ; a *-— -—— ; —-sa““ 


. s1 

a” — "Yat ; a” Ya 

SIFIRLA İŞLEMLER. 

a—a-0 , axX0-0Xa-0 

a#0 olarak, 2.0 , 0-0, g1 (sıfıra bölme imkânsızdır). 

KOMPLEKS SAYILAR. 

a ve b reel sayılar olarak a--bi şeklindeki bir sayı kompleks sayıdır. 
i-Y—i , 2-—1 , B-—i , #1 , itetmjm 
a--bi-c--di olması için a-—c , b-d olması gerek ve yeterdir. 

(a-4-bi) 4 (c--di) — (a-4-c) 4 (6--d)i 
(abi) (c--di) — (ac—bd) -- (ad*-beji 


a4-bi o (a4-bi)(c—di) o ac4bd , be—ad . 
edi oo (ctdi)ç—di)) , od zi ard ' 


r-Na$ö ve igp— > olarak : 


“a*-bi-r(cos p-ki sin p)—rei? dir. 
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5. LOĞARİTMA KANUNLARI. 
A,B, a pozitif sayılar ve asl ise. 


log. AB—log, Aslog.B , log. 5 —log. A—log,B 


log. A"-nlog.A , log.'VA— İlog.A, log. 3 -—log.A 


log, A 
logs a 


log,.a<1 , log.1-0 , log.A-log,Alog.b— 


6. BİNOM TEOREMİ. 
n pozitif bir sayı ve n!-—1-2.3.4...(n—i1).n olarak: 


(a--öY'—a"4-nan-1ğ a 2 rr da 


si n(n—1) e (n—r--2) grtiğrrli..... Ana ln 
7. BAŞLICA ÖZDEŞLİKLER. 
(4 -b)—-ax2ab--b 
(4xbY-ax3ab--3ab eb 
(44-b40))-a-4-b2-4- c?-4- 2ab 4- 2ac-4- 2bc 
—b?>—(a—b)(a--0) 
—b-(a—b)(a'4-ab--b') 
SP meki eb) 
a"— "(a —b)(a"-14 a"-25 4... 46-7) 
ar — e — (0-4-6) (a1 a-25 4 — 1) (n çift ise) 
a” 4-5 (a 4-6) (aİ— a6 şb) (in tek ise) 
a1 4-24? 4 51 —(a?-4 ab 4 6) (a*— ab 4-6) 


8. ORAN VE ORANTI. 


2 ise ad-be, İİ dir. 
SEE işe yicem . page pres 
b d f Bikdifim. © pbtedirf ie 


dir, 
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9. ARİTMETİK DİZİ. 
a,şaİr,a-*-2r,a43r,..... 


a: birinci terim, r: ortak fark, n: terim sayısı, /: son terim ve S: ilk 
n terimin toplamını göstermek üzere: 


I-a-(p—i)r , S y(*) 


SN b |. 
dir..a ve 6 sayılarının aritmetik ortalaması 2 dir, 


10. GEOMETRİK DİZİ. 
A ee 


a: ilk terim, g: ortak çarpan, r: terim sayısı, /: son terim ve S,: ilk 
n terimin toplamı ise: 


dir. g <1 halinde n sonsuz olarak arttığı zaman S, in limiti: 


(4 
4g 


Ge 


dir. a ve 6 sayılarının geometrik ortalaması Yab dir. 


11, HARMONİK DİZİ. 


Bir aritmetik dizinin terimlerinin terslerinin teşkil ettiği diziye /har- 


monik dizi denir. Bu da: 
ii 1 1 
a 'a--r'a42r?'''* 


şeklindedir. a ve 6 sayılarının armonik ortalaması —, dir. 


12. PERMÜTASYONLAR. 


n tane şeyin (eleman) muhtelif şekilde sıralanmalarının herbirine 
permütasyon denir. Birbirinden farklı n şeyin r tanesi alınıp muhtelif 
şekilde sıralanabilir. x tane şeyin r lik permütasyonlarının toplam sayısı : 


Pe >nn—1)(—2):... Vee) ii 
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dir. n tane şeyin hepsinin birden alınmasiyle elde edilecek permütas- 
yonlarının sayısı, yukarıdaki ifadede r —n alınarak 

PV -(n—Y(a— 2:0... 3.2 in! 
dir, 


13, KOMBİNEZON. i 

n tane şeyden, sıralama göz önüne alınmadan, r tanesinin toplu 
bir halde alınmasile elde edilen guruba n şeyin bir £ombinezonu denir. 
n tane şeyden her defasında r tane almakla elde edilen bütün kombi- 
nezonların sayısı: 
P rn—W)e e (a—r-1) nl 
rl —Iıi)...1 —rlia—n)! 
dır. | 


14. İHTİMAL, 


Bir olayın meydana gelmesine uyan haller sayısının, mümkün olan 
bütün haller sayısına oranına ihtimal denir. Olayın meydana gelmesine 
uyan haller sayısı p ve mümkün olan haller sayısı da g ise ihtimal 
p/g dür. 


15. KALAN TEOREMİ. 

Bir ((x) çokterimlisinin x—ua ya bölümünden elde edilen kalan 
Ha) ya eşittir. /(a)--0 ise f(x) çokterimlisi x—a ya bölünebiliyor 
demektir. 

16. DETERMİNANTLAR. 


n. mertebeden bir D determinantı: . 


diş AZ ea in 
p.| Sı G .. din 
Gm Ün)... Ünn 


şeklinde olup: 
Mi) ayi G2) döke e» » Üni 


toplamı ile tanımlıdır. Burada n! terim mevcuttur, 


Cebir o 7 


a;; elemanının A;; çarpanı, D determinantında (6) yinci satırla (/) 
yinci sütunun kaldırılması suretile elde edilen determinantın (—1)*“5 ile 
çarpımına eşittir. A;; ye a;; elemanının eşçarpanı denir. 


Determinantlar için şu teoremler söylenebilir : 


7. Bir determinanida satırlarla sütunlar yer değiştirirse determi- 
nant değişmez. 


2. Bir determinantda iki satır veya sütun aralarında yer değişti- 
rirse determinant işaret değiştirir. 


3. İki satır veya sütunu birbirinin ayni olan bir determinant sıfıra 
eşittir. 


4. Bir determinantda bir satır veya sütunun elemanları m gibi bir 
sayı ile çarpılırsa determinantın değeri de bu sayı ile çarpılmış olur. 


5. Bir determinantda bir satır veya bir sütunun bütün elemanları 
bir m sayısı ile çarpıldıktan sonra, diğer bir satır veya sütunun karşılık * 
elemanlarına ilâve edilirse determinantın değeri değişmez. 


6. D saşdı;laydı;.... e Ga Ay; U-12,..,n) 
7. js kolarak:ayluska;An.....#aşA-O dır. 
8 i-2..,n vw D xd olarak : 
da Xx, İâgX İs. İamn Gi 
denklem sisteminin bir tek çözümü vardır ve: 
Daş zâa , Dx, Dad, 


dir. â, , D determinantında (k) yıncı sütundaki elemanlar yerine cı,c; 
s.s Cu deri yazmak suretile elde edilen determinantdır. 


Örnek 1. 
jj yp d13 
d> 433 dı A3 da üz 
an ay Ay > ay — dış İ as 
432 33 G3 Az Azı Az 


Aşı Ay A3 


> ayılay; ay) — üz 428) — G12 (azı 433 — azı 45) İs ap3 (anı ay — ası ay) 
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© Örnek 2. Aşağıdaki denklem sistemini çözünüz, 


—7 —1i 3 
1 —2 —i 
Mal. 2 
2-—i 3 
5 — —i 
4 3 1 
? 

5 

4 

2 

F 

4 


2x— y43z-—7 
Sx—2y-— 2-1 
4x--3y-- 2-11 


17. İKİNGİ DERECE DENKLEMİ. 


a #0 olarak 


a, b; c reel sayılar olarak: 


#— d4ac>0 ise 
b? — 4ac-0 ise 
ise 


bZ — 4ac<0 


18. 


y--py'-gy-4r-0 denklemi yax— İz dönüştürmesi yapılarak : 


şekline sokulur. Burada : 


Me 
- > G4 p) 5 


iki gerçel kök vardır. 


ÜÇÜNCÜ DERECE DENKLEMİ, 


x--ax-1-b-0 


dir. xı, x2, x3 çözümleri: 


iki katlı bir gerçel kök vardır. 
iki eşlenik kompleks kök vardır. | 


Ee yer — 9pg 4-21r) 


2 —7 3 
e 
Ha e ai lee 240. 
e o a çe BO 
: 2 el 
4 3 1 
li 7 
<0 vi 
| EM 
e 80 
SE ii 
3 1 
ax4-bx-4-c-0 ise x- YI A 4ac 


dır. 


Cebir 9 


Ve ey Er VEE 
lm— — Ar yiz 5 iz Ec 
z VW DAŞ, | B- 3) 


olarak: 
—A-B;xw,x35 — AB v (A—B) 
dir. 
3 

> O ise bir gerçel ve iki eşlenik kompleks kök; 

», a ina ld) mi m 

gi g7“ O ise ikisi eşit üç gerçel kök; 

p : N ei 

ri a 57 e O ise üç farklı gerçel kök vardır. 


19, n. DERECEDEN GENEL DENKLEM, 
Ps ayaş aş? se İaıx-a, 0 


n>4 ise bu denklemin köklerini veren bir formül bulunamaz. Bu 
halde aşağıdaki metodlar kullanılır : 


J. Çarpanlara ayırarak kök bulma: Denklemi sağlıyan yani 


agr”--aşrl-4-a,r” 2... a,ırka, 0 (4,0) 


olan bir r sayısı bulunuz. Bu takdirde x—r, P nin bir çarpanıdır. P yi 
x—r e bölerek elde edilen denklem P den bir derece aşağı derece- 
dedir. Bu suretle elde edilen denkleme de ayni metod uygulanarak denk- 


lemin kökleri bulunabilir. P—O ın bütün kökleri - ın bölenleridir. 
o 


2. Köklerin yaklaşık olarak hesaplanması: xa ve x -b için 
P değişik işaretlerde değer alıyorsa a ile 6 arasında denklemin bir kö- 
- kü vardır. Bu yoldan hareket edilerek kökler istenilen yaklaşıklıkta 
bulunabilir. 


3. Grafik metodla kök bulma: P fonksiyonunun gösterdiği eğri- 
nin ox eksenini kestiği noktaların x apsisleri P — O denkleminin gerçel 
kökleridir. Eğrinin, kök civarındaki kısmı daha büyük ölçekte çizilerek 
kök, mümkün olan yaklaşıkta bulunabilir. 
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20. x“-a DENKLEMİNİN KÖKLERİ, 


Bu denklemin n kökü vardır. 


a>0 ise x- ya | cos a --V—iİ sin 2) 


S m -V—1 sin 


u<0 ise x- v4) co Et De| 


dir. Burada, £ yak-0,1,2,...,(7—1) değerleri verilecektir. 


2. GEOMETRİ 


a, b, c, s ile uzunlukları, F ile alanları ve V ile hacımları gösterelim. 
1, ÜÇGEN. Tabanı a, yüksekliği 4 olarak alan: F—a/h/2 dir. 


2. DİK DÖRTGEN. Kenarlarının uzunlukları a ve X olduğuna göre 
alanı F -- ab dir. 


3. PARALELKENAR. Kenarlarının uzunlukları u, b, yüksekliği 4 ve 
iki kenarı arasındaki açı 9 olduğuna göre alanı F - ah -- a6 sin 9 dir. 


4, e Paralel kenarları a, b ve e yüksekliği A olduğuna göre 
alanı: Rs g h(at0) dir. N 


5. n KENARLI DÜZGÜN ÇOKGEN, 


Bir kenarının uzunluğu a ise alan; F — i na cotg — 
“Dışına çizilen dairenin yarı çapı R- > COSEC Je 
e m ER 4 180" 
İçine çizilen dairenin yarı çapı r — > <olg 
a olarak : Or tg -—- — OR sin £- dır 
> : as)rtg 5 : 
6. DAİRE. (Şekil 1) 
c -— çevre s - 9 merkez açısına karşılık yay uzunluğu 
Rs yarıçap Is yay uzunluğuna karşılık kirişin uzunluğu 
D— çap A - ok uzunluğu 
F - Alan — merkez açısı (radyan cinsinden) 


ise: 
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e 2aR-D r — 3,1419... 
— Ri 1D9-D Are cos 2 
s— — 2 z TC COS R 


ni 9 9 
12 VR:—d — 2R sin 5 -2dig 5 


d— ZARI P-R cos 5 > I cotg — 


2 2 
ASR—d 
s 2s d li , | 
g — Rp 5-2 Arccos R- —2 Arcig 35 2 Arc sin 5 
Dairenin alanı : FR? — ni xD? 
i ul 1 1 
İ Daire kesmesinin alanı: F— T Rs zR 


Daire parçasının alanı: F—daire kesmesi alanı — üçgen alanı 
—İR?(04-5i 
2) R? (9 | sin 0) 
5 R-—A 
— R? Arccos <p (R—h) V2RA—A? 


Daire içine çizilmiş n kenarlı bir düzgün çokgenin çevresi : 


— 2nR sin — 
n 


Daire içine çizilmiş n kenarlı bir düzgün çokgenin alanı: 


Kenarları daireye teğet olan n kenarlı bir düzgün çokgenin çevresi : 


-— 2nrR tg — 


Kenarları daireye teğet olan r kenarlı bir düzgün çokgenin alanı: 


— nh tg — 
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Kenarları a, 6, c olan bir üçgenin içine çizilmiş olan dairenin yarı- 
çapı : 


ez Za 4630) olarak: r— yede dee 
p 
Üçgenin dışına çizilmiş olan dairenin yarı çapı: 
abc 


ape ae İiip—e) 


dir. 


7. ELİPS, Asal ve yedek eksenlerin yarı uzunlukları a ve b olduğuna 
göre alanı F — ab dir. 


8. YAKLAŞIK ALAN HESABI, Düzlem bir şeklin birbirinden 4 ka- 
dar uzaklıktaki paralel kirişlerinin uzunlukları yo, yı, ye,....Yn ise bu şek- 
lin alanının yaklaşık değeri : 


F — İs Yo yı ya ee ya 5; va) (yamuk metodu) 


A 
Fm e 4 2 ye Zye be by) 
(n çift, simpson metodu) 


9, KÜP, Bir kenarının uzunluğu a ve köşegeninin uzunluğu d ise: 
V—-a; d—y3a; Alan-F—6a dir. 


10. DİKDÖRTGENLER PİRİZMASI. Kenarlarının uzunlukları a,b,c ve 
köşegenin uzunluğu d olduğuna göre : 


Vsabe; d-yYabiici; F- Yab-4-bc--ca) dır. 


11, PİRİZMA VEYA SİLİNDİR, 
V — Taban alanı X yükseklik 
Yanal yüzün alanı — Dik kesit çevresi X yanal kenar 


12. PİRAMİT VEYA KONİ, 


V —- Xx taban alanı X yükseklik 


Yanal yüzün alanı — 2 X taban çevresi X yanal yükseklik 
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13. KESİK PİRAMİT VEYA KESİK KONİ, A, A; tabanlarının alanları 
ve h yükseklik olduğuna göre : 


V— ŞA Ar VAAZ) 
Yanal yüzün alanı — 


> taban çevresi Xx yanal yükseklik 


14. KÜRE, (Şekil 2). 


Kürenin alanı : F-d4nR?—rD? 
Küre kuşağı alanı : F—-2nR4h,—rD4, 
d VE İŞRSL İ şp3 
Küre hacmı : - 7; Ri 5 rD 
pü : A 1 ” 
Küre kesmesi hacmı: V Z RA, — 73 Dı 
Bir tabanlı küre parçası hacmı: V - — Ths (3r3? -- hy?) 
1 


“İki tabanlı küre parçası hacmı: V—— rh3rs? -- 3r, -- hz) 


3. TRİGONOMETRİ 


1. AÇI BİRİMLERİ, Bir dik açının 35 ı bir derecedir. Bir dairede, 


yarıçapa eşit uzunluktaki bir yayı gören merkez açısı 1 radyandır. 


1809 —x radyan, 19 -- 180 —0,01745 radyan, 
1 vidi m — 57917 447 


2. BİR AÇININ TRİGONOMETRİK FONKSİYONLARI, o, bir kenârı 
ox ekseni üzerinde ve tepesi orijinde olan bir açı olsun. Bu açının di- 
ger kenarı da P(x,y) noktasını orijine bir- 
leştiren doğru olsun. rdeP nin O ya olan 
uzaklığı olsun. (r>0) Şekil 3. Bunlara gö- 
re « açısının frigonometrik fonksiyonları şu 
şekilde tanımlanır * 


x 
sina — Z colga—- — 
Tri y 
x r 
COSO —- — seca— — 
r x 
tga z cOsec 4 — — ekil» 


16 


4, 


5. 
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BAZI AÇILARIN TRİGONOMETRİK FONKSİYONLARI. 


030 45|60* 90 180' 270' 360 


İM2İM3İ 7, ofı | o 


sin (0 | > | N2 (2 
| ” ! 2 l 2 iz i 
| cos |1 vi ia 5 ' 0j—1|J 0 | 1 


tg | LYS ©.) 0 « 0 


cotg (© 


TRİGONOMETRİK FONKSİYONLARIN DEĞİŞİMLERİ. 


HERHANGİBİR AÇININ TRİGONOMETRİK FONKSİYONLA- 
RINI BİR DAR AÇININ TRİGONOMETRİK FONKSİYONLARI 


GİNSİNDEN İFADE ETMEK. 


sin (3609£ -- a) — sin & sin (1809 —a) — © sine 

cos(3609£ -- a) — cosa cos (180*— a) — — cosa 

tg (360'X4-- 7) —tga ig (1809 —a) -—tga 

cotg(360'Z --a) —cotga cotg (180? — a) — — cotga 
sin (1809 -a) — —sina sin (3609 — a) — sin (—a)-—sine 
cos(180* -- a) -- —cosa cos(360* — a) — cos(—a)- cosa 
tg (180*--a) — tga ig (360*—a)-—ig (—a)-—iga 


cotg(180' --a) — cotga cotg(360* — «) —cotg(—a)——cotga 
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sin (90*— a) — cos & -sin(90'--a) — cos & 
cos(90 —a)—sina cos(90* --a) —-— sine 
tg (909 —a)- cotga tg (90'a) -— cotga 
cotg (90* — a) —tga cotg (90 --a) -— tga 
sin (270'—a) — —cosa sin (270* --&) - — cosa 
cos (270'—a) -—sina cos(270'--a)— sine 
tg (270—a)-— cotge tg (270*--a) -—cotga 
cotg (270'—a)— tga colg(270'-4-a) - — tga 
7. BAŞLICA ÖZDEŞLİKLER, 
1 1 sin & 
sina — , Cosa— , İga- — 
coseca seca cotga cosa 
1 I cosa 
COsec & -— — , Sseca— , Cotga— — —— 
sin & cosa tga sin & 


sin?la--cos?a—1 , 1“-tg'a-sec'a , 1--cotg?a —cosec'a 
sin2a-2 sina cos& 
cos 24-cos?a—sin?4-2c0s?4—1-1—2 sin?'e 


sin34-3 sina—d4 sina ; cos 34-4 cos'a—3 cosa . 
sinna&—2 sin(r—1) acosa—sin(n—2)a 

cos na—2cos(n—I)acosa—cos(n—2)a. 

sin (& * 8) — sina cos * sinB cosa 

cos(a £B) -—cosacosB TF sinasinf 


m. İgattgB 
iz (G£b)- 1 F tgatg$ 
sin p -- sin g — 2 sin2 2 1 cos 751 
sinp — sing — 2 sin2 5-2 cos 71.1 
.cosp -İ- cosg —2c0s2İ1 cos - 
cosp —cosg—2 sin? sin 1 
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m. 1 —cose e, a. 
sin > e , 2 sin 3 >-İ—cosa 


& 1 4 cose , 

— z — —- az 
Cos 2 “V 3 , 2 cos 3 1--cosa 
ie “- 1—cosae o sine 1 — cosa 
&35 sin& O l|-cosa “©V1-cosa 


2sinae—1—cos2a , 2c0s?a-—1--cos2a 


sini a— > (8 sina—sin3a) , cos'a - 2 -(cos 3a--3 cosa) 
: : 1 1 
sine sin 6 — 7 <0s (4a—B) — z cos (4-4-6) 
1 1 
COSG COSB — cos (4--8) -- 7 cos (4—86) 


sin & cos$ — 5 sin (4-4-8) -- 5 sin (4—6) 


de e oi 

, 2125 1 tg 5 2 tg 5 
A vi li MM > iga-— i 
a, to? EŞ 2 

1 tte' 1 te 5 1—ig5 


8. TRİGONOMETRİK FONKSİYONLARIN, BUNLARDAN BİRİ 
CİNSİNDEN İFADELERİ, 
cotga 


1 
*vVilig'a | *yVilcotg'a 


BM MM EM 
* Viltgia | *Vi-cotg'a 


* ViZ—sin?a 
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9, TERS TRİGONOMETRİK FONKSİYONLAR 
x >siny eşitliğini sağlıyan y çözümleri : 
y—9kr-4-Arcsinx ve y-(24--1)x— Aresinx 


eşitlikleri ile verilmiştir. — 5 < Arcsinx < -- > olup bu değerler her- 


hangibir arcsin x fonksiyonunun asal değerleridir. 


Ayni şekilde O<Arccosx<r olarak arccos x — 24x * Arccosx dir, 
(0,n) aralığındaki değerler arccos x in asal değerleridir. 


e 
2 
aralığındaki değerler arctg x in asal değerleridir. 


<Arctigı<-- > olarak arctg x—Arcig x--kr dir. (- z13) 


10. ÜÇGENLERİN KENAR VE AÇILARI ARASINDAKİ 
BAĞINTILAR. 


Üçgenin kenarları a, b,c ve açıları «,8,y olsun. 2p -a-4-/b-4-c, 
F-Alan, A yükseklik, r üçgenin içine çizilen dairenin yarıçapı, 
R, üçgenin dışına çizilen dairenin yarıçapı olarak (şekil 4): 


“4-8-4 y — 180 


a b c : 
A en ae mean e R 
sin'& sin 8 sin Y 
(Sinüs teoremi) 
«--B 
ap 77 
a—b  «—B 
tg 7) 


a2—b2-4-00—32bccosa 
(Kosinüs teoremi) 


a-bcosy--ccos$8 Şekil 4 
» SENİ - 2 
cosa — Ya ” sina — z—-Vplp — ap — öp —e) 
& çe—)e—ed ; -yee 
vg Vİ bc ki Semi” İc 


ae ,Jeziğp—e) r 
#2 “V pe-a) “p-a 
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(P—aXp—b)(—c) 
 YEZDEMEZ 


2.3 . 
İ Bh — İ ağsiny Sin ösiür 
sın& 


2 — Vple—ap—bXp—e) — rp 


b | . 
R— Zana “İF ği ha — esina —asiny - >” 


4. HİPERBOLİK FONKSİYONLAR 


i. TANIMLARI, 
Sinüs hiperbolik x—shx — > (e“—e—) 


Kosinüs hiperbolik x —chx — le Fe) 


Tanjant hiperpolik x —thx — << sx 


e e”* chx 


1 1 i 
cosech x - hr sech x -- a cotghx — hs 


2. TERS HİPERBOLİK FONKSİYONLAR, 


x -shy ise y, x in sinüs hiperbolik fonksiyonunun tersi olur ve 
yargshx şeklinde gösterilir. 


argshx—  log(x--V2-t1) 
argchx — #log(x--Vx?—1) 


iL, It 
argthx — 3 log İ-i 
3. BAŞLICA ÖZDEŞLİKLER, 
sh(— x) - —shx ch?x — sh?x — 
h—x)— chx sechix -- th?x —1 


ih(— ) — — thx 
shlx -y)—shxchy * shychx 
ch(x £y)—chxchy-sshxshy 


o thxtthy 
hey) — 1 * thxthy 
sh2x --2shxchx ch2x — ch? x--sh?x 
2sh? 5 —chx—l 2ch? 7 —chx tl 
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sh shy — 2sh Tİ oh 


2 
see yn Sh an il 
2 2 
ch x 4 chy < Zeh EEE ch 
chx —chy-—2sh 5 sh 3 
4. TRİGONOMETRİK FONKSİYONLARLA ARALARINDAKİ 
BAĞINTILAR. 
sinx — — j cosx Eh, 2 —1I 
'sinx-—ishix , cosx -—chix , tg x -—ithix 
sinix: ishx , . cosix-chx , tgix— ithx 
shix- isinx , chix —cosx, tbhir— itgx 
sh(x £ iy) —shxcosy#tichxsiny 
ch(x £ iy)—chxcosy#ishxsiny 
sh(x -2in) — shx , ch(x --2irn) — chx 
sh(x -in) ——shx , ch(x İ- ir) -—chx 
iğ N , . 
hazin) - ichx , olr kg iz) ishx, 
“e* -che--she 


e”* —che—shç 
el? - cosp-isinç; . eTİ? --cospe—isinç 
(cosp --isine)"— cosnç--isinne 


(Moivre formülü) 
(cos 2iz isin < 1 


n 


k DE 0,1,2,... (7 İni 1). 


5. ANALİTİK GEOMETRİ 


I, KARTEZYEN KOORDİNATLAR, Orijin adı verilen bir O nokta- 
sında kesişen birbirine dik x'x ve y'y eksenlerini göz önüne alalım. 
Düzlemdeki bir P noktasının yeri, bu noktanın, oy eksenine uzaklığı 
olan x (apsis) ve ox eksenine uzaklığı olan y (ordinat) sayıları ile be- 
lirli olur. Bunlarla P noktası, P(x,y) şeklinde 
gösterilir. x sağ tarafta ise pozitif, sol taraf- 
ta ise negatiftir. y ise, yukarı tarafta ise po- 
zitif, aşağı tarafta ise negatiftir (Şekil 3). 


2. KUTUPSAL KOORDİNATLAR, Ox ek- 
senini ve O noktasını göz önüne alalım. 
Düzlemdeki herhangibir P noktasının yeri, bu 
noktanın O noktasına olan r uzaklığı ve P Şekil 5 

yi O ya birleştiren doğrunun Ox ekseni ile 

teşkil ettiği 0 açısı yardımı ile belirtilebilir (Şekil 5). Burada r, £utup- 
sal ışın; 0, kutupsal açı; Ox ekseni, kutupsal eksen; O noktası, kutup 
adını alır. r ve 0 nın her ikisine birden P noktasının kutupsal koordi- 
natları denir ve P noktası, bunlarla P(r, 0) şeklinde gösterilir. 0, saat 
ibrelerinin dönüş yönünün tersinde çizilmiş ise pozitif, aksi halde nega- 
tifdir. r pozitif olarak alınır. 


3. KARTEZYEN VE KUTUPSAL KOORDİNATLAR ARASINDAKİ 
BAĞINTILAR. 


Es ya İNE ka 
| x—r cosf | rNliy Gi Ve Ey 
l —rsinf | 0 —arctg ”- İ Xx 

4 | cos 0 — — amam 
| ye iy 


4, NOKTALAR VE EĞİMLER. Pıfxı, yı) ve P(X, ya) gibi iki nokta 
verilmiş olsun ve P,Pz nin Ox ekseni ile teşkil ettiği açı « olsun. P, 
ve P, arasındaki PıP; uzaklığı (Şekil 6) : 


Pi» > d- Yü— xi” 4 (— yı” 
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y— jı 


PıP, nin eğimi -m—tga — ma 


P,Pp yi — oranında bölen noktanın koordinatları ; 
2 
max maxi | mıy--mayı : 
mı*-mz mı--m3 
PıP;. nin orta noktasının koordinatları : 
(5 ga Be) N 
De 5 : 


Eğimleri m, ve m, olan iki doğru ara- 
sındaki © açısı 


m, -< mı ; 

t PE i RŞEMRALİ Şekil 6 

2? i > mm 

formülü ile verilmiştir. mım, - — 1 ise doğrular birbirine dik, mı—m, 


ise paraleldir. 


5. ÜÇGEN ALANI, Köşelerinin koordinatları (xı,yı) , (x2y2), (&3y3) 
olan bir üçgenin alanı: 


| ie il 1 


DE Xx ye 1| DE (X1y2 — xıy3 İ- Xay3 — Xayı > Kayı — X3Y2) 
XX Yy3 1 


F il 
dir. 


6. EĞRİ VE DENKLEMİ, Verilmiş bir şartı sağlıyan noktaların hepsi 
birden bu şartın geometrik yerini meydana getirirler. Böyle bir eğri- 
nin üzerindeki noktaların koordinatlarını birbirine bağlıyan bağıntıya 
eğrinin denklemi denir. Bu denklemler şu şekilde gösterilir : 


a) Eğri üzerindeki noktaların x ve y kartezyen koordinatları ara- 
sındaki, y - /(x) şeklindeki bağıntı, eğrinin &arfezyen denklemi dir. 


b) Eğri üzerindeki noktaların r ve 8 kutupsal koordinatları ara- 
sındaki r — /(6) şeklindeki bağıntı, eğrinin kutupsal denklemidir. 


c) Eğri üzerindeki noktaların kartezyen koordinatları parametre 
adı verilen üçüncü bir £ değişkeninin x—ç(), y- Wi) şeklindeki 
fonksiyonları olarak veriimişlerse; bu bağıntılar, eğrinin parametrik 
denklemleridir, 
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7. KOORDİNAT EKSENLERİNİN DÖNÜŞTÜRÜLMESİ. 
a) Yeni orijin (A,£) noktasında olacak şekilde paralel kaydırmada: 
x-x'--h 
u-y-k 
dır. x* ve y' ler (x,y) koordinatlı noktanın yeni eksen takımındaki ko- 
ordinatlarıdır. 
b) Orijin sabit kalmak şartiyle eksenleri 6 açısı kadar döndürmede: 
xx cosb—y'sin& 
ys x sin0--y'cos0 
dır. ; 
c) Yeni orijin (A,k£) da ve eksenleri 9 açısı kadar döndürmede: ' 
xx cos0—y sin0--h 
yx sinb--ycos6--k 
dır. 
8. DOĞRU. Doğrunun muhtelif şekildeki denklemleri aşağıda göste- 
rilmiştir. 
m eğim, n oy eksenini kestiği noktanın ordinatı olarak doğrunun 


denklemi : 
yamx-n;ş 


(Xı, yı) noktasından geçen ve eğimi m olan doğrunun denklemi: 
Y— ğı — mx — xXx); 


(X, yı) ve (x2, yz) noktalarından geçen doğrunun denklemi : 


YY. M; 
x—Xı 0m— Xı 
Koordinat eksenlerini a apsisli ve & ordinatlı noktalarında kesen 
doğrunun denklemi : i 
A A —İ 
ab 
p orijinin doğruya uzaklığı ve &, normalinin Ox le teşkil ettiği açı 
olarak, doğrunun normal şekildeki denklemi : 
xcosa--ysina—p-0; 
Doğrunun genel denklemi : 
Ax--By--C-0 
dır. Ax--By--C-0 şeklindeki genel denklemi normal şekle sokmak 
için denklemin birinci tarafını - VA?--B? ye bölmelidir. &- den C nin 
işaretinin aksi alınır, 
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P(xş,yı) noktasının Ax 4- By -- C — 0 doğrusuna uzaklığı : 
e Ax,-Byı---C 
£ VATB 
dir. 
9. DAİRE, Merkezinin koordinatları (4, £) olan r yarıçaplı bir daire- 
nin genel denklemi: 
Gy ir 
dir. 
10. KONİK. Odak adı verilen bir F noktasına uzaklığının, doğrultman 
adı verilen bir doğruya uzaklığına ora- 
nı sabit ve e ye (eksentrisite) eşit olan 
noktaların geometrik yerine konik denir 
(Şekil 7). - 
F odağının doğrultmana uzaklığı d 
ve F odağı orijinde ise: 
iyi — Kd ka) 
veya 


de 


7 e cosf Şekil 7 


dir. e —1 ise konik, parabol; e>>1 ise hiperbol; e<1 ise elips'dir. 


11, PARABOL, e:-1J. 


Köşesinin koordinatlar» (4,£) ve ekseni Ox eksenine paralel olan 
. parabolun denklemi (Şekil 8): 


(y— ik 2p(x—h) 


ve köşesinin koordinatları (4, &) ve ekseni Oy eksenine paralel olan pa- 
rabolun denklemi (Şekil 9): 


Şekil 8 
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—AY-2(4—k) 
dır. p/2 — odak uzaklığı —- VF dir. 


12. ELİPS, e<l1. 


Merkezi (4, k) da ve asal ekseni Ox eksenine paralel elipsin denk: 
lemi (Şekil 10): 


GA). 


a 


Gk) 
2 


İŞ 


b 


ve merkezi (4, k) da, asal ekseni Oy eksenine paralel elipsin denklemi 
(şekil 11): i 


Şekil 10 Şekil 11 


y—k) (G—h) 
GE ui ON EE 
dir. 
Asal eksen uzunluğu — 2a 


yedek eksen O» -—2b 
.merkezin odağa uzaklığı — Va? — 5 


a 


eksantrisite — e — 


Herhangibir P noktasının odaklara uzaklıkları toplamı: 
PF- PF—2a 
dır. 
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13. HİPERBOL, e>1 


Merkezi (4, £) da ve asal ekseni Ox e paralel olan hiberbolün denk- 
lemi (şekil 12): 
G—A  G—e) 
2 


a b 


—1 


asimptodlarının eğimi -- £ 2. 


Şekil 12 


Merkezi (4,4) da ve asal ekseni oy eksenine paralel olan hiperbo- 
lün denklemi (şekil 13): 
G—k” GAY , 
2 


a b 


asimptodlarının eğimi — * 


Asal eksen uzunluğu -2Za , yedek eksen uzunluğu -— 26 


Merkezin odaklara uzaklığı — Yaf 
VEEE 
n 


Eksantirisite — e — — 


Herhangibir noktasının odak- 
lara uzaklıkları farkı — 2a dır. 


14. SİNÜS EĞRİSİ. (Şekil 14) 


y—asin(bx--c) 


Pi T 
vec-e 5 olarak : 


Şekil 14 


İy—acos(öx-e')-asin(6x-c) (a - genlik) 
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15. TRİGONOMETRİK EĞRİLER. 
ysatgbx (şekil 15-1) 
y-acotgbx (şekil 15-2) 
y-asecbr (şekil 16-1) 
y-acosecbx (şekil 16-2) 


i ş 
ı 
1 


Şekil 15 Şekil 16 


16. LOGARİTMA VE ÜSTEL FONKSİYONLARIN EĞRİLERİ : 
(Şekil 17 ve 18) 


Şekil 17. Logaritma eğrisi Şekil 18. Üstel fonksiyon eğrisi 


yzlog,x veya x—a” ya" veya x—İog,y 
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17. İHTİMAL EĞRİSİ, (Şekil 19) y--e-* 
18, SİKLOİD (Şekil 20) 
x-a(9— sin 0) 
yal(1—cos9) 


(0) x 
Şekil 19 Şekil 20 


Eğri, bir dairenin, bir doğru üzerinde kaymadan yuvarlanması ha- 
linde çemberi üzerindeki bir noktasının çizdiği eğridir. 
Bir kemerinin alanı - 3rna? , Bir kemerinin uzunluğu — 8a 


4 
O a >b “ 


Şekil 21. Uzamış sikloid Şekil 22. Kısalmış sikloid 
19. UZAMIŞ VE KISALMIŞ SİKLOİD. (Şekil 21 ve 22). 


x -a0—ösin6 
y-a—bcosf 


20. EPİSİKLOİD. (Şekil 23). 


x-(a--b)cos0—acos 2? g 


a bg 


a 


y(a--b)sinö—asin 


Eğri, sabit bir dairenin di- 
şında yuvarlanan diğer bir dai- 
renin çemberi üzerindeki bir 
noktasının çizdiği eğridir, Şekil 23 
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21. KARDİOİD (Şekil 24). 
| r-a(1--cos0) 
a — b olması halindeki bir episikloiddir. 


y 


i 
N 


22. HİPOSİKLOİD. 
x>(a—b)cos0--bcos 


Şekil 24 Şekil 25 


a—b 


İ ğ 


y—(a—b) sin0—b sin 720 


Eğri, sabit bir halkanın içinde yuvarlanan diğer bir dairenin çem- 
beri üzerindeki bir noktasının çizdiği 
eğridir. 


23. DÖRT REBRUSMAN'LI HİPOSİK- 
LOİD. (Şekil 25), 
13 yı” iz g23 
x-acos9, yasin 
a--4b halindeki hiposikloid eğrisidir, 
24, DAİRE BASITI (Şekil 26). 


ox a(cos90--0sin0) 
y>-alfsin90— 0cos0) Şekil 26 
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Eğri, bir dairenin çemberi etrafına sarılmış ve bir ucu sabit olan 
bir ipliğin diğer ucunun, gergin bir şekilde çözülmesi halinde çizdiği 
eğridir. 


Şekil 27 Şekil 28. Arşimed sipiral 


raf 
25. LEMNİSKAT, (Şekil 27) 


r? -— 2a? cos 20 


26. SİPİRALLER. (Şekil 28, 29 ve 30) 


Şekil 29, Hiperbolik sipiral Şekil 30. Logaritmik sipiral | 


r0—a r— es0 veya a8 —logr 


UZAY ANALİTİK 
GEOMETRİ 


27. KOORDİNATLAR. (Şekil 31) 


(1) Kartezyen koordinatlar, Uzaydaki bir P(x,y,z2) noktasının 
yeri, bu noktanın zoy, xoz ve xoy düzlemlerine olan X, y, z uzaklıkları 
- İle verilmişse bunlara noktanın kartez- 
yen koordinatları denir. 


(2) Silindirik koordinatlar. Uzay- 
daki bir P(r,6,z2) noktasının yeri, P 
noktasının xoy düzlemindeki izdüşümü- 
nün (r, 8) kutupsal koordinatları ve nok- 
tanın xoy düzlemine olan z uzaklığı ile 
verilmiş ise (r, 0, z) e noktanın silindirik 
koordinatları denir. 


(3) Küresel koordinatlar, Uzay- 


pe a <> 
daki bir P(6,0,9) noktası p - OP; 0-— xOM ve p —zOP ile verilmişse 
p, 0, © ye noktanın küresel koordinatları denir. 


Şekil 31 


Bu koordinat sistemleri arasında aşağıdaki bağıntılar mevcuttur : 


e e | prizi 
y-psingsin 0 : 


28. NOKTALAR, DOĞRULAR, DÜZLEMLER. Pı(x5Y121), PAX2Y2:23) 
noktaları arasındaki uzaklık: 


d—Na— xi 4 y— yı (a— zı 
dir. 
Bir doğrunun koordinat eksenleri ile teşkil ettiği e, B, y açılarının 
kosinüslerine doğrunun doğrultu kosinüsleri denir, 


Pılxıs yı, 21) noktasını Pz(x2, yg, 22) noktasına birleştiren doğru par- 
çasının doğrultu kosinüsleri : 
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cosa - aa 3 cosf- a A ; cosy- İSİ 
dir, 2“ sez — — ise (doğrultu kosinüsleri ile orantılı olan 
a, b, c sayılarına doğrultu sayıları denir): 
a b 
COSG -———-—— , COS , COSyY- 


Cc 
Va ici En Be Val bie 
ve | 
cosla -- cos?B - cos?y — 


dir. Doğrultu açıları &ı, Bı, Yı ve &,, 8, Yy, Olan iki doğru arasındaki 
0 açısı: 
COsÜ —cosa; cosa, --cosB, cosf,-- cosyı cos Y2 
ifadesi ile verilmiştir. 
Bir düzlemin denklemi : 
Ax--By-Cz--D—0O 
dır. A,B, C sayıları düzlemin normalinin doğrultu sayılarıdır. 


. İki düzlem arasındaki açı bu düzlemlerin normallerinin teşkil ettiği 
açıdır. 


Pılxı, yı, 2ı) noktasından geçen ve doğrultu sayıları a, 6ö,c olan 
bir doğrunun denklemi: 


dir. 
29. UZAY ŞEKİLLERİ, 


Şekil 32. Düzlem © Şekil 33, Eliptik silindir 
x 


EE Em 
a ee Tr 
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© Şekil 34. Küre Şekil 35. Elipsoid 
24.y11.,2—,2 ZN. ŞE 
Miyiz tiği 


y 
Şekil 36. Eliptik paraboloid 
x? y? 
ya * > 
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6. DİFERANSİEL HESAP 


1. TÜREV. y- f(x) ise: 
İp Kaâx) — — fx) Ef) 


? — D 

âx-—0 Âx âx—>0 Ax di vi 

dir. Ax ve Ayler x've y nin artımlarıdır. Yüksek mertebeden türevler 
zi şekillerde ari 


?y . 
4 — rl ri (0)-f() (ikinci mertebeden türev) 


vi — z (15 Z )- (0) f(x) (üçüncü mertebeden türev) 


n İn -iy 
Te ir (1) 7 “dx f(x) (©(x) (n. mertebeden türev) 


Wi (a) sembolü /(9(x) in xa için değerini gösterir. 
2. TÜREVLER ARASINDAKİ BAZI BAĞINTILAR. 
x- f(y) ise: 


dy 1 
de o dx 
dy 
dir. 
— ((u) ve u-F(x) den: 
dy dy du 
dx du da 
dir. 
x-9E(0) , y- YG) paeeimeinik denkleri iks 
dy dy 
dy. &  VO) dı dj d& xy — xy 
dx xe SO ' de de de (xP 
di di 


dir. Üslerdeki noktalar parametreye yani £ ye göre türev alındığını 
gösterir. 
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3. TÜREV TABLOSU, Tablodaki u, vler x in EZBER ORD ane 
sabitleri göstermektedir. (e — 2,718281828....) 


1 xs1 
2 2 a0 
8. Şeetek yi, 
4 1 (au) a 
5 m) uz rw & 
du do 

> (8) de “dr 

dx wv UN 
7. Suan SE 
8 logu uz — W log.e 
9 gi; l0g.u < 
10. a" -a" Si log. a 
nece 
12 gç ii vu il u'log, 
13. a sinu — COSu z 
14. 2 cos u— —sinu ŞE 
15, iç iru- sec 
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16. a cotg u - — cosec'z 

17. sec — seci İp 

18. -İ cosecu—— cosecu colg u e 

dx, dx 

19, 2. Arcsin u— iz 5 Z 

20. e Arccosu—— Kp e 

21. İç Artgu- a ği 

22. 5 shuzchu 

23, ehumshu 

24. — th u—sech? u xe 

25. ö Arg shu vE — 

26. si  Arg chu— ni 5 & 

27. : Argthu— 2 


4, BİR EĞRİNİN EĞİMİ, TEĞET VE NORMAL DENKLEMLERİ. 


y > f(x) denklemi ile verilmiş bir eğrinin herhangibir P(x, y) nok- 
tasındaki eğimi, bu noktadaki teğetinin eğimi ile tanımlıdır. (Şekil 41) 


eğim -m-—tga- İL fa) 
ox Xx, için eğim; 


dir. 
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Eğrinin P,(x, , yı) noktasındaki feğetinin denklemi: 
y—yızmılx—xı); 


ve normalinin denklemi : 


1 
y—yı——, Ga) 
dir, 

Kesişme noktalarındaki eğimleri 
mı ve m, olan iki eğrinin 9 £esiş- 
me açısı: 

m,-—<— Mm, 
1 - Mı M7 
formülü ile verilmiştir. 


ig 0— 


Şekil 41 


5. DİFERANSİEL. y—f/(x) fonksiyonunun dy diferansieli: 


Çk” odf(x),, dy 
dy—df e f () dx — e dx— gı, 
şeklinde tanımlanmıştır. Bağımsız değişkenin diferansieli olan dx, bu de- 
gişkenin artımı olan Ax e eşittir. (dx - Ax). Ay ile dy birbirine eşit 
değildir. 


xs), y-W0) ise dı -ç(0d4£ , dy-W(Odi dir. 
Diferansiel formülleri, türev formüllerinden kolayca yazılabilir. 


6. BİR FONKSİYONUN MAKSİMUM VE MİNİMUM DEĞERLERİ, 


Bir #(x) fonksiyonunun (4,5) aralığındaki maksimum değeri, fonksi- 
yonun bu aralıkta almış olduğu en büyük değerdir. Minimum değeri ise, 
bu aralıkta almış olduğu değerlerin en küçüğüdür. | 

“xa için y- f(x) fonksiyonu bir maksimum veya bir minimum 
değere malikse /'(x) - 0 veya e dur. x—a, f'(x) - O denkleminin bir 
kökü ve f/”(a) <0 ise f(a) bir maksimum değer: /”(a) > 0 ise f(a) bir 
minimum değerdir. /”(a)-—0, f"(a) # 0 ise (a) ne bir maksimum ve ne 
de bir minimum değerdir. Fakat /”(4)—/f”(a) - O ise f'Y(a) nın negatif 
veya pozitif oluşuna göre f(a) maksimum veya minimum değerdir. Ge- 
nel olarak, x — a için sıfır olmıyan ilk türevin mertebesi tek ise f(a) 
ne bir maksimum ve ne de bir minimum değerdir. İlk sıfır olmıyan tü- 
revin mertebesi çift ise /(a) bir maksimum veya minimum değerdir. 


7. BİR EĞRİNİN BÜKÜM NOKTALARI, x-a için /”(a) işaret de- 
giştirerek sıfır değerini alıyorsa x — a apsisli nokta y-— f(x) eğrisinin 
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bir büküm noktasıdır. Büküm noktasında eğri, &onkavlığını değiştirir. | 
Eğri, f(x) > 0 olduğu noktalarda yukarıya doğru ; /”(x) < O olduğu nok- 
talarda aşağıya doğru konkavdır. 


8. YAY DİFERANSİFLİ-EĞRİLİK-EĞRİLİK YARIÇAPI, 5, y-/(x) 
eğrisi boyunca belirli bir yay uzunluğu olsun. Yay diferansieli : i 


dir. Eğri kutupsal deklemi ile verilmiş ise: 


ke İİ İLE di 


dir. 
y- #() eğrisinin herhangi bir P(x,y) noktasındaki eğriliği: 
dy 
da de? .y” 


Be ds EE —ükyrpr 


ve eğrinin r — ((8) kutupsal denklemi ile verilmesi halinde de: 


dr dir. 
? EE li 
e el) dö r--2r? prp,” 


TT dr yp yi Keriz 
ll 
İ Hİ) Ni 
dir. 
Eğrilik yarı çapı - Rs: K dır. 


y - f(x) eğrisinin herhangibir P(x,y) noktasındaki eğrilik merkezinin 
(«,B) koordinatları: 


yaty) 


formülleri ile verilmiştir. y” , y” bu noktadaki birinci ve ikinci mertebe 
türevlerin değerleridir. Bu denklemler, ayni zamanda, y-/f(x) eğrisinin 
mebsutunun parametrik denklemleridir. 
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9. ROLLE VE ORTALAMA TEOREMLERİ. X&olle teoremi: y- f(x) 
fonksiyonu ve f(x) türevi (a,6) aralığında sürekli ve /(a) — f(6) — O ise 
x in a ile 6 arasında en az bir x, değeri için /'(x1)--0 dır. 

Ortalama teoremi (sonlu artımlar formülü): y-f(x) fonksiyonu ve 
f(x) türevi (a, 6) aralığında sürekli ise x in a ile 6 arasında en az bir 
xı değeri için: 


0) -Ha)--(6—a) f(x) (a<x,< b) veya 
Ha--âx)-f(2)--âx f(x--04x) (0<0<1) 
dir, 
10, BELİRSİZ ŞEKİLLER. f(x) ve F(x) ve birinci mertebeden türevleri 
sürekli fonksiyonlar olsunlar : 


(1). Lim f(x) -0, ll F(x) 0 ve Lim F'(x) # 0 (veya le 


X-ra x—a 
Lim F(x)  «) iseler: 
Lim M2 — Lim mf 0 (L'höpitale kuralı) 
dır. 
(2). Lim f(x)0 ve zi F() e ise yel kl F(x) limiti OXc 


xX-ra 


belirsiz şeklindedir. Bu limiti hesaplamak için: 

9... FG) 
Eği 

0) fe) 


/() FG) — 


yazılarak 5 veya — ik sokulur ve Edepli kuralı uygulanır. 


(3). Lim ((4) >< ve Lim Fo) ew ise vin (((&) — FÇe)j limiti 


x—a 


e©— ce şeklindedir. Bu limiti emlak için: 


1 1 
pare) RE 1) 
EE 


yazılarak L'höpitale kuralı uygulanır. 
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(4). Lim ((4)-0 ; Lim F(x)-0 ise Cim (9) limiti © ; 


x—*a x—*a 


Lim (()1 ; Lim F(e)—es ise İl (0) limiti 19 : 


x-ra . x—a 
Lim ()—<e ; Lim F(x)-0 ise 1 (/(0)F00)J limiti ee* ; 
. x-»a x—*a x-ra . 


belirsiz şekillerindedir. Her üç halde de: 
y—f()”© den logy-F(x).log f(x) 
yazılarak Lim log y limitine varılmış olunur ki bu da OX e şeklindedir. 
Limlogy—kise Limy-e*dır. 


x-*ra x—a 


11. TAYLOR VE MACLAURİN FORMÜLLERİ. Kendisi ve türevleri 
sürekli olan bir f(x) fonksiyonu genel olarak Zaylor formülü adı verilen: 


Ho)—Ha) 4 f1a)7 Dere Üre ia em m 


> Ço 

(n—1) e le, 

formülü ile temsil edilebilir. Bu formülle, x in a civarındaki değerleri 
için f(x) in istenilen yaklaşıklıkta değerleri hesaplanabilir, n Zerimden 
sonraki kalan olarak adlandırılan R, : 


Ru fa) 
dir. 


Bu formülde a - 0 yapılırsa Maclaurin formülü adı verilen : 


kA x? x 
Ka) f(0) (005 -#(0)5, #0) 3ş *. fe (0) 2 İn ir $Ra İ 
formülü elde edilir. | 


12. SERİLER. Fonksiyonların seriye açılımları için Maclaurin ve Tay- 
lor formüllerinden faydanılır. Bu serilerin, yakınsaklık aralıklarındaki x 
değerleri için: 

Lim R,—0 


xa 


dır. Bu takdirde, elde edilen serilerden fonksiyonların yaklaşık değer. 
leri, baştan yeterli miktarda terimini hesaplamak suretile bulunur, 
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Muhtelif seriler : 


baya ai Pm ax? Ma e) a"İx3.,,.. 
i i 2<a 
2,2 3,3 i 
(abay la EZ te) Bxt<a 
NN e 
esl tt $ TEE 
2 3 
e-irttirt7 2 Ni 
i 2 3 i 
i omlialeyaş EE, a>0 
> Xx 
eee e bii 
log x-(—1)- 5GP Şa... | 0<x<2 
1) 1 (x—1X3, 1 (x—1)5 
log x- 2E ts (Eni) * (pi) * ..... j ili 
i 4 
lozika)-r- Şe... —I<x<1 
5 18, 1:3 135 x7 2< 
ı Bai a el e <1 
3 s 7. 
sinx—x— İE—Eee 
2 | xx 
cosx-İ—ztg—- gt. , 

a ir 17x' 62x* ıı. 
İaşe ıs pagsi a 
e e 1. 3 1 3 5 e 2 
Arcsina-x e 3 7 5154 5 7 * x<i 
gilin St Be “3x9 

a e nk in 
cosr x 4x1 31x5 
e -efi- 2! be) 


3x3 , > nr. 
elti iyiyi ter “<3 
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2 4 6 
ch x-1477 bem 


— © 2x5 17x > 
re iri mr. ELER 2 EŞ 


s3, 


13. KISMİ TÜREVLER VE DİFERANSİELLER, z-/(x,y) iki değişkenli 

fonksiyonunda y sabit kabul edilip, x e göre türev alınırsa zin — sem- 
; Cc 

bolü-ile göstereceğimiz xe göre kısmi türevi elde edilmiş olur, Ayni 


şekilde x sabit kabul edilip y ye göre türev alınırsa ile. gösterilen 


y ye göre kısmi türevi elde edilmiş olur, 


N i 
Genel olarak, u - /(x,y,2,...) fonksiyonunun x e göre Em kısmi tü- 


revi, y,z,... değişkenleri sabit kabul edilmek suretile u nun hesaplanan 
türevidir. Birinci mertebe olarak elde edilen bu türevlerden daha yük- 
sek mertebeden türevler de hesaplanabilir : 


Öu dd >  ddu, öu dööu dd du 
ört Dörox'oy” Ooyoy'dxoy örxdy dyöx öydr 


“xyz,.... değişkenleri bir # değişkenin fonksiyonları olarak 
u-f(x,y,z,. ..) ise: 


du 04 dx du dz 
de öx di te 
da — X dx 4 yk. 


yazılabilir. /((x,y,2... ) — 0 ise; 
VA YA Of 5 
o zg dut izde k.... 0 
dır. 


14, YÜZEYLER VE UZAY EĞRİLERİ. /(.y,2).< 0 denklemi ile ve- 
rilmiş bir yüzeyin (xı,y,,2,) noktasındaki feğet düzleminin denklemi * 


(-x)| 2) t(y— v0), t(2— İİ e 0 
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dır. Buradaki (2) sembolü, a. türevinin (X;, yı, 2ı) noktasındaki de- 
1 CA 
geridir. 


Kxysz) — O yüzeyinin (Xx, yı, 2) noktasındaki normalinin denklemi: 


dir. Yüzeyin (x;, yı, zı) noktasındaki normalinin doğrultu kosinüsleri : 


öz), (el (ez) 


sayıları ile orantılıdır (normalin doğrultu sayıları). 


Bir uzay eğrisi x—x(4), y-—y(), z-z(() denklemleriyie veril- 
miştir, Eğrinin herhangi bir noktasındaki feğetinin doğrultu kosinüsleri : 


d d d. 
Zİ veya dx ,dy,dz 


ile orantılıdır. Eğrinin bir (x,, yı, zı) noktasındaki değetinin denklemi: 


X—Xı Y—Uı 2— 71 


olup buradaki (e) sembolü, S türevinin (xı;,yı,2ı) noktasındaki 
: ı 
değeridir. 


/ 


7. İNTEGRAL HESABI 


1. BELİRSİZ İNTEGRAL TANIMI. Türevi /(x) olan bir F(x) fonksi- 
yonuna f(x) in ilkel fonksiyonu ve diferansieli /(x)dx olan F(x) fonk- 
siyonuna da /(x) dx in öelirsiz integrali denir. 


dF(x) - f(()dx o veya gil — Ka) 
ise 
FO) — ( fa)dr 
dir. Genel olarak: 
İfade — Fa) EC 
dir. Buradaki C keyfi bir sabittir. 
2. BAŞLICA İNTEGRAL TEOREMLERİ VE İNTEGRAL TABLOSU, 


u ve v (x) in fonksiyonları; a, 6, c sabitler olmak üzere asağıdaki eşit- 
likler yazılabilir : 


hi İd HC 
2. df fade ffe)de 
3. f 0de-C 


4, J aftede — a | fa) dx 


dx dx 


5. J wvokws.)de-fudakfodekfwdık. 
6. f udu-uv— fvdu 
7. dr ue — | vide 
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3. fln (İLİN 


10. 


11. 


12. 


La 


duldx 
9. futduz <7 e 
di log u--C 
“da 8 
fe dilek ig «cCc 


13. 
14. 
15. 


16. 


17, 


J sinudu——cosu#C 


J cosudu-—sinu--C 


(n*—1) 


J te udu -logsecu-4-C-—logcosu--C 


j cotgudu—log sinu-4-C 


u 


J sec du — log (secu--tgu)--C>—logtg (3 


TK 
45)1c 


f sosee udu — log (cosecu— cotgu)--C —log ig > -c 


f sine udu 


7 


— 5 u— 7 sinucosu-C- 
1 


cos'udu——-u-- 7 sinucos u-C— 


2 


j sec?udu—tgu-4-C 


jJ cosec' udu - —cotgu--C 


jJ tg'udu-—tgu—u--C 


J cotg'udu— — cotgu— u--C 


1! 


du 
a 


el u 
ir Arctg e 


seyi 
— 
uz 


sin 2u --C 


sin 2u--C 
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26. faz tezli ii e 

27. (5 — Are sin — 4C 

28. ia - log (u Yaa) - C 
a larla Va kc 


fvadı— lava 4 ataresin | 4c 

Jyara du >Js Va Fa 4 atlog(u 4-VatFağ| kc 
32. fya—a du 5 | Va —a? — elog (u 4 Yaza) «Cc 
33. J shudu—chukC 


34. f chudu— shu 
J thudu —log(ehu)-C 


3. vVa—r veya Yİ İHTİVA EDEN İNTEGRALLER. 
Va'—xi halinde x-asinp veya x-—ocos$; 
VeE—a o « x-asec© | 
xa « a ge | 
değişken dönüştürmeleri yapılır. 
4, KISMİ İNTEGRASYON KURALI, 
fudu—uv— Jodi 
formülünden faydalanarak daha basit bir integrale varılır, 


5. Ria); BİR RASYONEL KESİR OLDUĞUNA GÖRE J R(x) dx İN. 
,TEGRALİNİN HESABI, 


R(x) — fÇ0) ve f(x) in derecesi g(x) in derecesinden küçük olsun. 


gir) 
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gr) — k(x—a)*(x—6)3... (1 — YA pxg) (rx... Çe2-mxtn)3 


ve 


p—4g<0, r-—45<0,..... ,m—ân<0 
ise R(x) rasyonel kesri: 
f(x) e Az As, a A, 
ge)  (x—a)* © (x&—ay 1 o x—a 7 
Be — Ba, B, 
GP İcap İİ EET 
zi e İn .İ 
. * * . Li * 
L) 1, Lı 
EEE zy a eriz 
Px-- O, PX ty, ae P,x--Oı, — 
(-4px49)9 © (px) © pata 
R,x -S, Ry.,x *S,, K, Rıx 4-Sı e 
Gree Tree Tİ iris 
. *. e * . . . . . » La . . . . e e . * — 
. . . . . ... . . . O . . . . — . — 
MextNe Ço Me xi Ne, Mıx 4-Nı 


Gemini)? o (mx) Ye x--mx-4-n 
şeklinde basit kesirlere ayırılır, Bu suretle elde edilen basit kesirlerde- 
ki katsayılar belirtildikten sonra herbir kesrin integrali hesaplanır. 


6. İRRASYONEL CEBİRSEL FONKSİYONLARIN İNTEGRALLERİ- 
NİN HESABI. 
(0). J Rix, (ax 4-6)")dx şeklindeki bir integralin hesabı için 
(ax 4- b) — # değişken dönüştürmesi yapılır. Bu takdirde, 571) rasyonel 
bir fonksiyon olmak üzere, j S(0) di integraline varılır. 
(2). jJ Rix, Ke e dx şeklindeki bir integrali hesaplamak 
için: 
2a>0 ise: RE : 
a<0 ise: (ax2-4-6x--c0)'2 —1(x—a) 


değişken dönüştürmeleri yapılır. a, ax?4-6x-4-c-0 denkleminin bir 
köküdür. 
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(3). JRisin x, COS x) dr şeklindeki integrali hesaplamak için de 
X 
tg DI —i 
değişken dönüştürmesi yapılır. 
7. BELİRSİZ İNTEGRALLER TABLOSU, İntegral hesabı öğrendikten 


sonra, sonuca daha çabuk varabilmek için aşağıda verilen integral tab- 
losu kullanılabilir : 


li; Jdx—x4C 
2. falda | fa)de 


3. fifa kflalldr— ( hadde | fa) de 4 
e Ef fake) dr 
* N xrtl 1 
4, ferde ie; -c (n4—1) 
dı ,“ slogx-C 
a--bx in kuvvetlerini ihtiva eden şekiller 
6. İz > — log (a--öx)-C 
7. fta önpde Gİ 4 melek 


8. j Kaşax-*b)de z-a3-bx, xz -a-4-bx dönüştürmelerin- 
den biri yapılır. 


9. 


İİ < ala kör—alog(a kör c 


S 


e Vi 
10. / la - 5 |? (a 4 öx)'— 2a(a4-bx)4-a” log(a -- bo) EE 


" dx a | a--bx 
J xa *-bx) ooOoa log x 7 
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12. 


13: 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


2 * 


eee 


22. 


te 


23. 


24. 


dx o İ,ö, adr 
İmal 9 a a log x tc. 


d 
Hi zi si İle (a kb) 4 e) te 


(a-bx) 
xdx Ne 
air “5 Jak 6x — 2alog(a kör) — m) © 
dx Ni 1 e a--bx 
Ti *bx? o alabı) a log x ke 


xdx 1 


1 a 
ap wat aay)*< 


224-2), a2—x), a4-bx2, a4 bx" i ihtiva eden şekiller 


Jaa ia 4G; faa areier sc. 
faa 1 gti şi, jp - 1 op 0şe, 


b a2—ı 2a 2a 8 kia 


dx 
k m” Ja arc ge 4c a>0 ve b>0. 
de... 1 ger 
pe “aş gap b 
xa 4 6x“ dx 


xAH(a--bx1)pt1 ii alm —nr — 1) A rp 
Mp eml epin liy x"-—Ka--6x”Ydr. 


a MEM ln Ç lam anp EE 
YE ei ey mil) ma-4-bx”) dx 


dx 
J x(a4-bx") 


Ni 1 | (m—nnp—1)b dx 
© (m—i)ax-Xa--bx)-1 (m—İ)a J XT a--bx”) 
em Ee 
ja ”(a--bx'Y 
1 m—n4np—l dx 


 anlp— İY akbay LE anip —İ) | xatbr'y-i 


i 


30. 
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(a--bx"Ydx ğ (4*-bx”)”*! o ö(m—n—np—1) ((a-bx'dı 
/ Nam —i)ami a(m—1) © ii 
(44-6x"”Ydx.. (ab 4. en köy 
/ > © (ap—m41)xm-i emri 
x"dx xwoki o olm—n3-1) de 
J (a4*bx)?”  ö(m—np3-lXa4-bx"-1 O blm—np-4-1) | (a4 bx 
ed ç. 299 m-4-n—np--1 x"dx 
Ya NY) e Dai 
1 x 
© aş Ep” Mn — 1)a? aşi m İ oya) 
dx 1 x dx 
bei “ Maziyi arsı t 0-9 ( are) 
xdx 1 dz N 
Teber “Klape Gin 
dx. dx 
İmiter “Ba alıy İDE 1 ee ai 
dx pi 
a im” an ği di 


* dx Ni 
J xXa--bxiyr 


İ öğe 


1 b 
2 İ ali TY İri G7 50) 


> iğ ze 5)t€ 
dx 

VE 6x? 

/ dx 

J MXa--bx?) 


dx 
J xa 4- 6x2) 


1 Xx 
> Za log a--br? tc 


e MMS. dx . 
ax Pa 


İz (a -- iy Sa) İda 2a a il a-bx? 


Va *-bx i ihtiva eden şekiller, 


YE Va $-özxdr — — 42030) kb) --c. 
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41. 


42. 


43. 


44, 
45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50, 


51, 


52. 


53. 


54. 
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Çala aş örne SPNETBR 


105p 
xdx  ..  X2a—öx) ,— i 
YaBı © 32 Va bx-C. 
dx . A8a 2 dabx--3bx2) 
——— — b 
Va -öx 1509 yapi Kr 
dx Va --bx Va--bx— Na 
——log 0. 
İse” Va e ri -vya e 
"dı 2 ye 
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1 pa ———— 
/ Ke? — a) de— g(2x'—a x?—a? — > log (x-4-Vx?—ai)--C. 


. 


SE. olric 
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dx Xx 
İn ilm lkeemmtar pm C. 
ep See ü 
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(EE — ENEZ lop e VEL. 
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M2ax—xi, Vdax*-xi yi ihtiva eden şekiller. 


Ba — - 2 
94, J V2ax—xi dx - ip V2ax—x1 > arc cos fı — 2) -c. 


95. İz - arc cos Ç — İİ — arc cos(i—x)--C., 
96. J an v 2ax—x?dx 
xl 5 -——— ,' 
aç xax — yi x) s-—— lr 2) #"-İV2ax—x?dr. 


m--2 m mi 2 
97 | E— LE salin İş 
“İ xmdax — xi © (2m—i)axm " (2m—1)a | xm-iY2ax— xt 
dx. 2İax—xi On Ya x"—İdx 
— J Mdax—x x Şi m m ve Wax—xi 
2ax yi m Oax—ği m—3 M2ax—x 
72 j EE a (2m—3)ax” " (2m—3)a xi di 


e, 2 —9,2 
100. İ ever ay — İD aa 


kz arecoslı -2)4 C. 


TN f dx V2ax—x 


dx yi x 
102. (—2 5 — —Ylar se (EĞ 
Je V2ax—x İ aarecos(i ğ -) C 


x?dx xİ 3a A, 3 2. Xx 
103. rr ——p-Vdax—x - z & arccos fı — 2) -c. 


104. J Vale e dr — Yİ 4 aarccos ( — 2) Cc. 


daş-yi dap zi 
105, pyaar “aç EZE. arecos(ı—E)şc 


3 
M2ax—x? Dax—x)i | 
106. ÇE ar — 0 -c. 
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de | x—a 
107. pe e — — -C 
J (2ax—x)72? ay2ax—r 5 
x 


x 
108. jJ Ür p< | 
109. fre M2ax—x)) dx - fre a,ya—z?) de, (2—x—a) 


110. Ez JE —log(x--a--V2axx) --C.' 
111. fFu pp dx - (res Vz:—a)) dz, (2-x--a). 


oa$bx ex yi ihtiva eden şekiller. 


a pe | 
112. İri — yn İZ Yani m ri zİ C, bi <dac, 
" dı 1 2cx-4-b— y 
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dac 2cx —b 
2 yağlı Hbx—exi e arc sin 
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119 xdx pe vVa--bx-i-cxi 
J Va--bx--cx? c 


— yan log(2ex -ö-2yYeya br ex)4C, 
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”  xdx ei Va -bx—eri b R 20x—b C 
120. İ gemin İn ren iç 9 


Diğer cebirsel şekiller 


121. J VE TE dı Yak aMb Fx) 4 (a—b) log (ax 4 Vötx)4C. 


122. / VE dx N(a—xMb4-x) 4 (a--b) are sin 1 kc, 


123. PİLİ ar - — MENİ — (eb) aresin YET KG. 
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. X i x—a 
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- BELİRLİ İNTEGRAL 


8. BELİRLİ İNTEGRALİN TANIMI: /(x), x-adanx—ö ye ka- 
dar olan aralıkta sürekli bir fonksiyon olsun. Bu aralığı, apsisleri 
4, Xi Xy Xa sey Xp, b olan rn parçaya bölelim. Aralıkların boyları, 
Axı, âxy,... Ax, Olsun. Bu aralıkların herbirinde x in x1, Xx2,. Xx$ye.o)Xn 
gibi herhangi değerlerini alalım. f(x) in x—a, x— ö limitleri arasın- 
daki belirli integrali diye : 


b 
| f00) dx timler) Ar faz) Ar $$ fl) Ar 


— Lim » Ka)Aâx 
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Jfa)dxf — || > Fe) — Fa) 
ya denir. Buradaki F(x) fonksiyonu türevi f(x) olan bir fonksiyondur. 


9. BELİRLI İNTEGRALE AİT BAŞLICA TEOREMLER. 

b b b b 
İf fekal | fal) de 4 | fade kk | fel) dr 
ii : a a a 
Jefyde —k | Hayde 

> a 

Jf)dx — — | Haydx 

a b 

b c b 

İf)dx — İfa) 4 ( fd 


5 
İde —(6— a) fe) a<m<b 
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” B 
dx — Li d 
ff x - Lim UN A 


b b 
İfaydr > Lim J (Go) dx 


a € e 
İMO MOYER, İTOLE 


eğer x — b için f(x) süreksiz ise: 
b—e 


b 
J #(e)dx — Lim (fa)de 
“ ei) yi 
f() fonksiyonunun (a, 6) aralığındaki ortalama değeri : 
1 P 
Eg İf00) de 
a 


dir. 


10. ALAN HESABI. y — f(x) eğrisi ve y -0, x -a, x - b doğruları- 
nın sınırladığı alan, a ile b arasındaki bütün x değerleri için y ayni 
işarette olmak üzere: 


h 
Fİ fte)de 


dir. y-— f(x) eğrisive y-c, y—d, x - 0 doğrularının sınırladığı alan: 
d 
Fs js dy 
c 


dir. 
r - f(0) eğrisi ile 0-—-« ve 8-6 doğrularının sınırladığı alan 


8 
e 
e >İ' dö 
4 
“dır. 


11, YAY UZUNLUĞUNUN HESABI, /(x,y)--0 eğrisinin (a,c) noktası 
ile (6,d) noktası arasında kalan kısmının uzunluğu: 
5 
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GM AM e SE MER 
g2 v4 Kİ) a > EVE rl 


dir. Eğri x — (4), y — W4) parametrik denklemleriyle verilmişse #-—a 
dan 4 -—-b ye kadar olan kısmının uzunluğu: 


“İV MİN 


dir. Eğrinin denklemi r — /(6) kutupsal denklemi ile verilmişse : 


| — Perle - -İNP EY kar 


12. DÖNEL GİSİMLERİN HACMI, y — f(x) eğrisinin x—a ve x—b 
apsisli noktaları arasındaki kısmının : 


1. Ox ekseni etrafında dönmesinden meydana gelen cismin hacmı : 
b 
V,.— rİy? dx 
a 


2. Oy ekseni etrafında dönmesinden meydana gelen cismin hacmı : 
d 
V, rf dy 
c 
dir, c ve d, (x) in a ve 6 değerlerine karşılık y değerleridir. 
3. Oy ekseni etrafında dönmesinden meydana gelen cismin hacmı : 
b 
V, —2r j xydx 
4. yı— f(x) yı f(a) eğrileriile x za, x-b doğrularının sı- 
nırladığı alanın x - d doğrusu etrafında dönmesinden meydana gelen 
cismin hacmı : 


5 
V Zn İle — ya — yı) dr 


dir, 
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13. DÖNEL YÜZEYLERİN ALANI. y - /(x) eğrisinin x-ave x-b 
doğruları ile sınırladığı alanın : 
1. Ox ekseni etrafında dönmesinden meydana gelen dönel cismin 


yüzeyinin alanı: 
b 


pi af Va 4) KB) 338 fade 


2. Oy ekseni etrafında dönmesinden meydana gelen dönel cismin 
yüzeyinin alanı : 


d 
J d 7 
Prf ayı (2) dy — 2 | vds 
dir. 


3. yk doğrusu etrafında dönmesinden meydana gelen dönel cis. 
min yüzeyinin alanı : 
b 


F-2rfy—k)ds; 


a 


4. x - k doğrusu etrafında dönmesinden meydana gelen cismin yü- 
zeyinin alanı : 


b 
Fx 2m | (x — k)ds 
dir. 


14. İKİ KATLI İNTEGRALLE DÜZLEM ALANLARIN HESABI, 


1. Kartezyen koordinatlarda : 


b fir) d Yiy) 
Fs JJ dydx o veya JJ dx dy 
a vir) e hiy) 


2. Kutupsal koordinatlarda : 


02 /2(0) r2 9719) 
F-İf rdrd0 veya JJ rdödr 
0: f1(8) rı 91() 


dir. 
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15, İKİ KATLI İNTEGRALLE HACIM HESABI, z -— /(x,y) ise: 


b Ha) d Biy) 
V- Jİ #eydydx veya İİ Hewdrdy 
a 9x) e Giy) 


dir. 


16. ÜÇ KATLI İNTEGRALLE HACIM HESABI. 
1. Kartezyen koordinatlarda ; 


V- ff fdxdyde 


2. Silindirik koordinatlarda : 


V- ff frdrdödz 


3. Küresel koordinatlarda : 


V — / ( fetsinpdödyde 
dır. 


17. YÜZEYLERİN ALANI, z — /(x,y) yüzeyinin alanı : 


F- -İVİEY YAY o gi) ki dvd 


dir, 


8. DİFERANSİEL DENKLEMLER 


1. BİRİNCİ MERTEBE DİFERANSİEL DENKLEMLER, Birinci mer- 
tebe diferansiel denklemler, genel olarak ; 


Fy, y)-0 5  May)de- N,y)dy-0 
dy 
M-N ip 
şekillerindedir. 


(1). Değişkenlere ayrılabilen tip : 


Mdx -- Ndy - O diferansiel denklemi /(x) dx --ç(y)dy- 0 şekline 
sokulabiliyorsa değişkenlere ayrılabilen tipdir. Buradan : 


Jfe) dx» falyydy 
şeklinde genel çözüm elde edilir. 


(2). Homojen tip, Mdx-Ndy -0 denklemindeki M(xy), N(x,y) 
fonksiyonları x ve y ye göre ayni dereceden homojen iseler diferansiel 
denkleme, homojen tip diferansiel denklem denir. Bu denklemde y — ux 
değişken dönüştürmesi yapılırsa değişkenlere ayrılabilen tip denkleme 
varılır. 


(3). Tam diferansiel tipi. Mdx 4-Ndy — O denkleminde ?M — *N 
ise birinci taraf /(x,y) - C şeklindeki bir fonksiyonun toplam an 
sielidir. M— o veya N 1 den hareket edilerek denklemin genel 
çözümü bulunur. 

Ayni şekilde : 


x y 
fizy) — (My) de 4 ( Nay) diğ 
a 5 


formülünden /(x,y) bulunarak /(x,y) >» C çözümüne varılır, 
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(4). Lineer tip diferansiel denklem. SE Plaj y> O(x) şeklinde- 


ki bir denkleme lineer tip diferansiel denklem denir. Bu denklem yıuv 
dönüştürmesi veya sabitin değişimi kuralı (Zagrange kuralı) ile çözülür. 


(5). Bernoulli diferansiyel denklemi. ez *-P()y-O(x)y" şek- 


lindedir. y!7”” -u değişken dönüştürmesi ile lineer tipde bir denklem 
haline getirilir. 


d 
(6). Clairaut diferansiel denklemi. y- il f (2) şeklinde- 


dir. çözümü için her iki tarafın türevi alınır ve cu - p dönüştürmesi 


yapılır. 


(7). Lagrange diferansiel denklemi. y--x /(y)-4-9(y) -0 şek- 
lindedir. Çözümü için türev alınır ve y —p dönüştürmesi yapılır. x, 
fonksiyon ve p bağımsız değişken gibi düşünülür. 


(8). Riccati diferansiel denklemi, Şi - P(4) y?--O(x) y--R(x) 0 


şeklindedir. Denklemin y, gibi bir özel çözümü biliniyorsa y-yı-t-u 
dönüştürmesi yapılarak Bernoulli denklemine varılır. 


2. İKİNGİ MERTEBE DİFERANSİEL DENKLEMLER (Bağımlı 
ve bağımsız değişkenlerden birinin denklemde bulunmaması hali). 


(m. Sy — f(x) tipi, Her iki tarafın iki defa integrali alınarak 


genel çözüm elde edilir. 


dr 
(2). 73 - f(y) tipi. Denklemin heriki tarafı 2 - dx ile çarpılarak 


a GE) <2 ft) de 


dy”  f 
(Gİ - ferde 
şeklinde birinci mertebe bir denkleme varılır. 


diy d d 
3) 5 ies Kİİ aç ES. di 
(3) be Hs ce) Mi SP dönüştürmesi ile - Hap) 


şeklinde birinci mertebe bir denkleme varılır, 
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0). —5-f/ (y. 29) tipi, ca — p dönüştürmesi yapılırsa : 


d&y dp dp dy dp 
de? dı: dy dx P ay 


olarak : 
d 
Prj fp) 
şeklinde birinci mertebeden bir denkleme varılır. 


3. n. MERTEBEDEN LİNEER VE SABİT KATSAYILI DİFERAN- 
SİEL DENKLEMLER. 


d'y d"- 'y 
Av m Azadi 2 liği PU ii İ Ay Ha) 


şeklindedir. f(x) :- O ise denkleme ikinci tarafsız denklem denir. 


(1). İkinci tarafsız denklemin çözümü : 


SE 


a .... hz Ay 0. 


“denkleminden : 


Aor”--Aşr"l- A A,ır--A,—0 
karakteristik denklemi yazılır. Bu denklemin : 
reel kökleri Ty Tyyesfi 
Katlılık mertebeleri Mig Azyesery 
Kompleks kökleri O FB, F Baişis m F Bini 
katlılık mertebeleri Vip Vayesseş Vm 


ise diferansiel denklemin genel çözümü : 


İ px MR ax 
y- Ye'P, a) Ye “1S, (e) cosBix Tp, yla) sin Be xl 
kl kl 


dir. P, $, T ler dereceleri indislerine eşit x in tam polinomlarıdır. 


(2). İkinci taraflı denklemin çözümü, 


1 — Aç TEA, ŞE EE Aa e KAF) 
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denkieminin geneli çözümünü elde etmek için ikinci tarafsız denklemin 
yı genel çözümüne ikinci taraflı denklemin bir y, özel çözümünü ilâve 
etmek kâfidir. Buna göre genel çözüm y—yı--y, dir. 


Özel çözümler : 
a) (0) -B,x* -B,x“1-... --B, şeklinde ise y, özel çözümü: 
— Cox” C,x"-1 4... Cp, 
şeklindedir. ” karakteristik denklemin bir çarpanı ise özel çözüm: 
Yı xX"(Cçx“4-Cıx"-1 4-4 C, 

şeklindedir. 

b) f(x) - Deüx şeklinde ise yı - Ke&x şeklindedir. (r — o)" karak- 
teristik denklemin bir çarpanı ise özel çözüm : y, — Kx”e&r şeklindedir. 

c) ((x) - Csinax veya Ccosax şeklinde ise özel çözüm: 

Asinax —-Bcosax 

şeklindedir. (r?--a3Y” 'karakteristik denklemin bir çarpanı ise özel çözüm: 
© yy x"AÂsinax- Bcosax) 
şeklinde olur. 

d) f(x) - e(x)esx şeklinde ise y--e&rvz dönüştürmesi yapılır ve 
denklem ea ile kısaltılır. 

e) /(x) birkaç fonksiyonun toplamı şeklinde ise y, özel çözümü, 
bunların herbirine karşılık olan özel çözümlerin toplamına eşittir. 


NI. GENEL KURAL (LAGRANGE KURALI)—. /(x) bu şekillerden 
biri ei değilse ikinci tarafsız denklemin genel çözümüne saöitin 
değişimi (Lagrange) kuralı uygulanır. Örneğin Ay” -4-By'-- Cy — HK) 
denkleminin genel çözümünü bu kuralla elde edelim: 
Ay'--By'--Cy-0 
denkleminin genel çözümü : 


Yy Cıyı Cay; 
olsun. Şimdi de bu ifadenin ikinci taraflı denklemin genel çözümü ola- 
bilmesi için C, ve C, nin ne şekilde fonksiyonlar olması gerektiğini 
araştıralım. C, ve C, iki tane bilinmiyen fonksiyon olup bu fonksiyon- 
ları bir tane bütünler şarta bağlı kılabiliriz. Bu şart y nin türevleri ba- 
sit değerlere eşit olacak şekilde seçilir : 


Yy Cıyı tk Cava 
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den türev alınarak : 
y > Cıyı 5 Cay 4 Cı'yı * Ca'ya 
elde edilir. Buradan bütünler şart olarak : 
Cıyı Cry 0 
seçelim. Buna göre: 
y sCiyı'- Çaya” 
Yy Cıyı' -- Cay * Cı'yı' 4 Cay; 
bulunur. Bunlar ikinci taraflı denklemde yerlerine konulursa : 
A(Cıyı'-Cayz"-Cı'yı' 4 Cz ya) 4-B (Cıyı #-Cayz')-€ (Cıyı--Cayo) > f(x)" 
C, (Ayı 4-Byı'4-Cyi) Ca (Ayı i-Byr 4 Cy-A Cay A Cry (a) 
ve yı, y; ikinci tarafsız denklemin çözümleri olduklarından : 
Ayı” --Byı'--Cyı -0 
Ayı" * By, - Cy, 0 
ACıyı -AC:'y - f(x) 
elde edilir. Bu ifade ile yukarıdaki bütünler şartın meydana getirdiği : 
Cı'yı Cry > 0 
ACı'yı' --ACı'yr' — f(x) 


denklem sisteminden C,', Cz” ve bunlardan da C, ve C; hesaplanarak 
(y) ifadesinde yerlerine konulursa ikinci taraflı denklemin genel çözümü 
bulunmuş olur. 


olarak : 


olup : 


d'i — dı! z 8? d 
4. b e Te -- al xe i TEA İ...7 ayı X * any f(x) DENKLEMİ 


(Euler denklemi) : 


e! - x dönüştürmesi yapılırsa : 
dy dydi , dy 


Aİ e got İva —* 
dx didx © de Dy 
ZE EA EEE: İBNE EE 
de? de dx di di dt de 
ay rd (Sx dy) | 
— m ni 0 İn Si u ve 
9 9 “© Ağa“di | RAD 


3 2 : i 
d'y . 1 İ Gi <4) —e-t d |e 7 çı) — e-*(D'—3D?-4-2D) y 


e ö . . . . . . . . . * . : . . . . . . . . . 
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ve bunlardan : 


d 
di. 5 

x* 75 -(D'-— Diy 
d 


) 
55 —(D'— 3D? 4-2D)y 


£) . . . . . » 


elde edilir ki bunlar diferansiel denklemde yerlerine konulursa sabit 
katsayılı lineer bir diferansiel denkleme varılır, 


İKİNCİ KISIM 


Problemler 


1. DETERMİNANTLAR 


dı il determinantının değerini yazınız. 
a7 b; 
si bı — ab — abı 
laz b; 
| 7 determinantının değerini hesaplayınız, 
İ i 
7 2 
—-7X4—3X2-—28—6-27 
N 1 x4—3X 
Ko determinantının değerini hesaplayınız. 
| —ö3a 
—2a b 
me Gg) ği 
| —5 3a e 
x42 2x5 determinantının değerini hesaplayinız. 
3x—1l x—3 
l 
2 İİ (ay 3) (24531) — 514 —1 
3x—1 x—3 
üs denklem sistemini determinantlar yardımı ile çözünüz. 
3x—4y— 1) 
pi 
yiz 1—4| —20-2 —22 si 
E 2) —16—-6 —2> 
3 —4 
Pi 
KE RE ai EŞİM m) LA 
V Ta il —16—6 —X> 3 
3 —4 
meyli denklem sistemini determinantlar yardımı ile çözünüz. 


3x-4-2y-7 | 
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ie 3 
DR 
Ni 5 10—9 
3 2 
5 11 
3 7 -5—33. , 
Yls 3) “10—9 © 
3.2 
ği 
7. vi : denklem sistemini determinatlar yardımiyle çözünüz 
iy j 
8 
> 5 
4 8 
Rl A ee 
ie Eg 8 3 ' Sg 
x > 2 b 
> s5) 215 
4 
ij EE 
3 
Z 3 
3 
EE 1-3 
” ki MN 3 R os — 4 
EE mi e 5 
y ii kei : 
2 5 ln 
4 
—İ Ci 
Aş bı Cı 
8. a, bı C;| determinantının değerini yazınız. 
aş b Cs 
a1 bı C1 
a3 b Cİ > aıbıcs* a3bşcı- asb,c,— asbıcı—a,ösc,— a3b,c3 
a3 b3 C3 


10. 


11, 


12, 
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—/ 2 —3 
5 —3 2 
I —1I —3 
—i1 2 —3 
5 —3 2 
1 —1i —3 


determinantının değerini hesaplayınız. 


>(-1)(3)(—3) -(5)(—1)(—3)-4 (1) (2) 2)— 
(1)(—3)(—3)—(—1) (2)(—1)—(—3) (2)(5) 


——941544—9—25-30 29 


determinantının değerini hesaplayınız. 


ca bls-a-4-3--b5—3abc" 


b c a 


x—2 y43 3—2| 
3 4 | determinantının değerini hesaplayınız. 
7 | 


/ —2 j 


ii VD 
DE |-20-0140e tay 
e 8(4—2) 4 2(y1-3) 


—11(—2)46(y--3) 4-(2— 2) 
—11x--6y--2—6 
k ne olmalıdır ki: 


k-3 !/ —2 
3 —2 71/0 
—k —3 3| 
olsun. 
k--3 1ı —2 
3 —>2 11-—6(k--3)-4-18—k--4k -3(k--3)—9-0 
—k —3 3 
—6k—18-4-18-4-3k-43k--9—9-—0 
0.k--0-0 


olarak &'nın her değeri için determinant sıfıra eşittir. 
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2x-*-y—2-5 l 
13. 3x—2y-4--22 -—3 £ denklem sistemini çözünüz. 
x—3y—32-—2 | 


Bilinmiyenlerin paydalarını teşkil eden katsayılar determinantı : 


2 1—i1 
â—-|)3 —2 2)-42 olup : 
1 —3 —3 
5 1—1 
—3 —2 2 
e m 42 i 
e â ag 
2 5 —1 
3—3 2 
Ni 1—2 —3| 84 9 
Ya ee 
2 1-5) 
ak ei 
Lie —42 K 
2— ai —— — 45 ——i dir. 
3i| mi 2i3 4iz DE 2) 
14. 4 3i) —6i, -8X denklem sisteminden is ü determinantlar yar- 


2i, — i3—2i3-0) dımı ile hesaplayınız. 


3—2 2 
1ı 3 8 
İz —ı O| 0—2—32—12424—0 o —22 1 
333 4) 7—18—-4494-2418—4 —4 7 
| 3 —6 
2 —1 —2 
7 2 7 / 
Eye 3 
15, 2 -- e denklem sisteminden x i determinantlar 
Xx y z 3 y Ki 
yardımiyle çözünüz. 
3 4 4 7 
ee ui 
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E i 
T 2 1 
2 
CI 2 —3 
1 8 2 16 38 
— —4 4 ez İn Nd 
> e e 
x lJ17 2 8—16—18—6—12—32  —76 6 
4 2 —3 
3 —4 4İ 
olarak x — 6 bulunur. 
aj bı Cı 
16, a, b, e | determinantının değerini birinci sütundaki elemanla" 
as bs cs) rın minörlerine göre yazınız. - 
üş dı C1 
a; b; col a ” ca —a; - al az 7 Sı 
laa b, 3 C3| 3 63İ 2 Co! 
1.0 2) i 
17, 3 4 5) determinantının değerini birinci satırdaki elemanların 
5 6 7) minörleri yardımiyle hesaplayınız. 
1 0.2 
4 5 3 5 3 4 
— 1(28—30)—0--2(18—20) 
—-—2—4-—6 
xy İ 
18. xX y? 1) determinantını çarpanlara ayırınız. 
xy 7 


Birinci sütunun elemanları x, ikinci sütunun elemanları y 
ortak çarpanına haiz olduklarından : 


x y 1 1 1 1 
2 yy Ijzayix v, 1 
© y 1 2 y 1 


yazılabilir. Şimdi de üçüncü sütununun elemanlarını bir ve ikinci 
sütunun karşılık elemanlarından çıkaralım ve elde edilen determi- 
nantı, birinci satırının elemanlarının minörleri yardımı ile hesaplı- 
yalım. Bu suretle : 

6 
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19. 


20, 
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ER 0 0 1 
xyjx y 1(25xy)x—i y—i 1 
2 y 1 X—1 y—i 1 
x—İ y-i 
— xy —1 zi 


i 1 1 
> xy (4—1) Yy—1) > 

> xy (X—1) (Y—İ) (Y—x) 
elde edilir. 
I a bc 
İ b c-j-a| delerminantının değerinin sıfıra eşit olduğunu 
İ c abi gösteriniz. 


İkinci sütunun elemanlarını üçüncü sütundaki karşılık eleman- 
larına ilave edersek elde edilen determinantın üçüncü sütunundaki 
bütün elemanlar 4--6--c ye eşit olarak bu ifade ortak çarpan 
şeklinde çubuklar dışına çıkarılabilir. Bu suretle : 


Iİ a b4c 1 a a 46 te) 1 a 1 
1 ö c-al|-l1 b aş b--cis(a--b-c)1 b 1 
I c ab 1 c ir) i c 1 


elde edilir. Bu son elde edilen determinantın birinci ve üçüncü 
sütunlarındaki elemanlar karşılıklı olarak birbirinin ayni olduk- 
larından bu determinantın değeri sıfıra eşittir. Buna göre çarpım 
da sıfır olacağından verilen determinant sıfır olur. 


Determinantların değerini hesaplamadan : 


a2 a Ii bed > 2a 
8 b Iİ ad| |» b 7 
2 c J adl (8s &c / 
2 di abc B dd i 


—(a—b)(a—c)(a—d)(6—c) (6—d)(c—d) 
olduğunu gösteriniz. 
Verilen eşitlikte sıra ile a-b, a-c, a-d,b—c,b-—d ve 
c-—d yapılırsa determinantlar iki satırı birbirinin ayni olan deter- 
minantlar haline girerek sıfır değerine haiz olurlar. Bu suretle 
determinantların (a—ö), (a—c), (a—d), (6—c), (b—d) ve (c—d) 
yi çarpan kabul ettikleri gösterilmiş olur. 


21. 


22. 
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2 |! 

4 —2 

6 —5 |determinantının değerini hesaplayınız. 
8 7 


Birinci sütundaki elemanlar 3, üçüncü sütundaki elemanlar da 
2 ortak çarpanına haiz olduklarından: 


3 22 1 1 21 1 
6 5 4-2 2 5 2 7 
9-3 6-5) “l3 3 3 5 
2 28 7 424 7 


yazılabilir. Son elde edilen determinantda ise bir ve üçüncü sütu- 
nun karşılıklı elemanları birbirine eşit olduğundan bu determinant 
sılıra eşit olur ve bu sebepten verilen determinantın değeri de 
sıfır olarak bulunur. - 


determinantının değerini hesaplayınız. 


NAAL 


/ —2 
2 
—! 3 
3 —3 
Birinci satırın elemanlarını (—2) ile çarpıp ikinci satırdaki 
karşılık elemanlarına; (—3) ile çarpıp dördüncü satırdaki karşılık 


elemanlarına ve (1) ile çarpıp üçüncü satırdaki karşılık eleman» 
larına ilave edersek: 


4 1—2 3 41—2 3 
—ı 2 1 4 |—90 5 —2 
3-1 3 4| 70 1 7 
2 3—3 2 —10 0 3 —7 


elde edilir. Şimdi de elde edilen determinantın değerini ikinci 


sütunun elemanlarının minörlerine göre yazarsak: 


—9 5 —2 
<0 Tı 7 
—10 3 —7 


bulunur. Bu determinantı hesaplamak üzere evvela ikinci sütun- 
daki elemanları (—7) ile çarpıp bir ve üçüncü sütundaki karşılık 
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23. 


olan elemanlarına ilave eder ve sonra da determinantın değerini 
ikinci satırın elemanlarının minörleri yardımı ile hesaplarsak: 


—d4 5 —37 


—d4 —37 
mi G1 “Çje— 
—31 3 —28 el 
>——(44Xx 28—31X37)- —85 
bulunur. 
1—3 2—3 | 
—! 2 i 2—3 
—3 7 —2—1 4) determinantının değerini hesaplayınız. 
2—3 3 4 —I 
3—2—4 2 I 


İkinci sütunun elemanlarını sırası ile (3), (2), (1) ve (—4)ile 
çarpıp birinci, üçüncü, dördüncü ve beşinci sütundaki karşılık ele- 
manlarına ilave' edersek : 


1—3 2—3 1| —8 —3 —4 —6 13 


<1 EZ) 5 2 5 4-11 
—3 1 9 —İ 4x O 1 0 0 0 
0-3 e 4— e e e a 
3—2—4 2 1) —g 78 W 9 


elde edilir. Şimdi de bu determinantın değerini üçünü satırında- 
ki elemanların minörlerine göre yazalım : 


 —8—4—6 13 
ii 5 5 4—ıi 
-CD*Aİ 3) gi 
| -3—8 O 9 


ve burada da üçüncü satırın elemanlarını sırası ile (6) ve (— 4) 
ile çarpıp birinci ve ikinci satırın karşılık elemanlarına ilave eder 
ve sonra da elde edilen determinantın değerini üçüncü sütunun 
elemanlarının minörlerine- göre yazarsak : 


ali 
aI ez > 

a — LL (1)343 e 
—7 —3 1 11! ( 1) | 33 17 55 
—3 —80 9 KO e 2 


elde edilir. Son determinantda üçüncü satırın elemanlarını (3) ile 
çarpıp birinci satırdaki karşılık elemanlarından çıkarır ve (2) ile 
çarpıp ikinci satırdaki karşılık elemanlarına ilave edersek : 


24. 


25. 
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.—4ı 2 52 


—— 27 1 —37 
—3 —8 9 


ve burada da ikinci satırın elemanlarının iki katını birinci satır- 
dakilerden çıkarır ve (8) katını üçüncü satırdakilere ilave edersek: 


—95 0 126 
-—| 27 1 —37| - —(—ıypn e 
213 0 —287 213 —287 
——(95Xx287—213X 126) 
— — 427 
bulunur. 
I 2 3 4 
2 7 2 7 Ki değ » . ilk iki * * Li 
0011 determinantının değerini ilk iki sülunun minörle- 
3412 rinden faydalanarak hesaplayınız, 
1 2 3 4 
7 re e e 
oor ıl 21 iu 
di 2 
(<iyisarz 1 1 | 21 | — — 1yaetl2 21 | 34 
34(J11 34((11 


-<3)(0)4-29)()—6)(-1) 


bulunur 

2 3—2 4 

> > - determinantının değerini ilk iki satırın minör- 
-2 4 9 3İ lerinden faydalanarak hesaplayınız. 

2 3 —2 4 Kenz 

3-2 1 EÇ ir 41. 

3 2.3 4) İs —>ilo sİ İs alla si 
—274 O 

2 4 ? 3) ,| 1 3 11— 3 11 3 1 
|3 le 1112 s| —2 2))-2 olt 


azla 
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— (13) (15) — (8) (—6) 4-(—8)(—12) $- . 
(—1) (25) — (14) (6) 4 (—8)(16) 


— — 286 
0000 01 
000021 
26. yi z z ; determinantının değerini ilk üç satırın mi- 
nörlerinden faydalanarak Aesaplayınız. 
054321 y 
6543 2 1 
000001 
e 001/00 4 
00032010) 4 ayrizezriises 
9004391 —1) 0 2 1 0.5 4 
054391 3 2 1 6 5 4 
6 5 4 3 2 1 
- İş HOP a1) 
-—18(0—2)(0—20) 
— —18(<-2) (—20) - — 720 
12121 | 
00111 
27. I 1 0 0 0| determinantının değerini ilk iki sütunun minör- 
0011 2) lerinden faydalanarak hesaplayınız. i 
22171 1) 
12 1 2 1 
00111 11 1 
1100 Ol—(—iyeseeeli 2, 1 3 
00112 la ı 1 
12211 
e ı 2 1 
4-(—1)305t113 1 2) tt 1 1 
22 


ERA 3 12 1 
-—(1-2)))1 1 2/—(—1))1 1 1 
21 1 11 2) 


28. 


» Deferminantlar o 87 
1 1 1( 1 2 1 
-l0 0 1|/—11 1 1 
2101) (901 
3 -İ 1 | le 
2 1 1 1 
A 
2x -- y— z* u-—4 
xk2y422—3u- 6 denklem sistemini determinantlar 


3x— y—. 2424 0.İ 
2x4 3y-- z444-—5| 


yardımı ile çözünüz. 


2 1-1 1 
Katsayılar determinantı — : x — - 86 olarak: 
2 3 1 4 
—4 1-—1 1 
6 2 2 —3 | 
0o—1—1 2 
—> 3 1 4 | 86 
Gyz 86 86 
2—4 —1 1 
1 6 2 —3 
3 0—I 2 
2—5 1 4 —179 2 
Ye e el g. 
2 1 —4 1 
1 2 6 —3 
3—1 0 2 
2 3—5 4 258 
e 86 e > 
2 1—1 —4 
1 2 2 6 
3—1—1 0 
2 3 1 —5 — 86 
> 86 Ee üni 


dir. 
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h—dA4 b 
e 
29, İİ“ i)4* i— i,-7$ denklem sisteminden (is)ü hesaplayınız. 
2i,4- İs— 24— 2iş — 0 
e e ye 


1—2 3 0 0 
O 1 —5 3 -—1 
1 1 1 0—1 
o 2 0 —2—2 
2 NE ÖM 38 
ER 
O i 0 3—i1 
1 1 1 0 —1 
O 2 1 —2 —27 
1 O 1 2 1 


| 2 3—5 6 
7-1 2 4. 
30, :1— 557 
: | e Cevap : — 55 
—2 2 4 3 | 
| 4—2 3 O | 
1 3 3 5 | 
1, 1-21 
3 a Cevap > 219 
1 4 0 3 
2.4 43. 
3 5 3 2 Men 
32. ıs 3 4 Cevap: 158 
6 10 13 —8 
İ 2-1 3 3 | 
—3 1 2 4 
33, | c : 38 
z 1—3—1 3 | ER 
| — 2—2—3 | 
j 3-1 2 1i 
4 2 0—3 
X :—14 
34 e 5 , Cevap 5 143 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41, 


3 2-—1 3 2 
—> 0 3 4 3 
1—3-—2 1 O 
2 4 1 0 1 
<a -i 2 1 0 


Determinantlar 
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Aşağıdaki denklem sistemlerini determinantlar yardımı ile çözünüz. 


2x4*- yi 2—1 
x—2y—3: 1 
3x k2y 1425 


3x“ 2y— 2— uz —1 
xt y—3z- uz | Gijabe 
2x-4-2y— 243u— 13 
x—3y-b22 -2Zu— al 
3r—2y- 212427 | 
x$dy— 2— uz0 U Ceva 
2x-4-32--4u3 ( P 
y— 22 —du—2? | 
x—2y3i 2z—3u— 4 
2x-4-3y — İl EN 
3x—4y-4-22—4u— 12 pi 
2x — y—3z42u——2| 
2x4 y—32 -—5 | 
3y--42-*- uz 5 

Cevap 


22 —u—dx- 0 
uİ3x— yx 4 


*—2y-532—du-zx—8 

y—2253u—4e— 6| 
3—2u-43x—4y--—8( 
u—2x43y—42-—2) 


| 
Cevap: 


xz1y—3,2-2. 


xz2 y5—İ, 2 21uz4 


xXx 21,yx0, 253, u-—). 


x22y-—İ,223,u—1. 


3x1, y—İ, 2-72, u-0. 


89 


2. FONKSİYON 


(05 24*-5x-43 olduğuna göre: 


a) 
f) 
a) 
b) 
c) 
e) 


N) 


(0. 8 AA 9 MY ŞAD e) ŞA 
ferma) ifadelerini hesaplayınız. 
(0) -3 

(<0 —3 

(0) x1-4-522-43 
NELY—-2494417 
fa—h)x2—(2h—5)x -(h2—5h-4-3) 


Heh) — fl) GAS AY EE AMA Se 3) sip 


0-241 ve giz) - 2x— 1 olduğuna göre: fg(O)l, g1f(O)), 
He(o0)l. eif()l ve /if(x)l i Aesaplayınız. 


/1(e(0))-2 g1/(0)) — 1 
Hg(x)l —(2x—1)-414x2—4x-4-2 
gif(0)) 2X2 4-1)—1-22-41 
(1 (241) $15x 22 4-2 


9(x) — sin.x olduğuna göre: 


a) 


K0-0, 6) | 5— a) ense, 0 En) 255) 


olduğunu gösteriniz. 


a) 
b) 


E(0)— sin0—0 


EL e OY e çel e) 
e|g—a)— sin/—a)—cosa 


10. 


11. 
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c) E(2y)— sin2y — 2 sin y cos y 32 sin y sin (5 — l 


- 2000/55) 


F(x) <a* olduğuna göre F(x —y)- 78 olduğunu gösteriniz. 
yk Ee) 
Fx y) mi a zi Fy) 


fe) scosx olduğuna göre f(2x)—21/(x)2--71-0 olduğunu 


gösteriniz. 
((2x)—21((0)2 1 cos2x—2c05*x--1 
— cos 2x —(2cos?x—1) 
— COS 2x — cos2x 
, -0 
(25-4 (x— x9) fonksiyonunun sürekli olduğu aralıklorı be- 
lirtiniz. 


Fonksiyon x in her değeri için süreklidir. 


a fonksiyonunun sürekli olduğu aralıkları belirtiniz. 


Fonksiyon x-1 ve x -2 değerleri hariç x in diğer bütün 
değerleri için süreklidir. 


V(—i) (X— 2)(X— 3) fonksiyonunun tanımlı olduğu aralıkları 
belirtiniz. i 


Fonksiyon i<x<2 ve x > 3 aralıklarında tanımlıdır. 


V— x? fonksiyonunun tanımlı olduğu aralıkları belirtiniz. 


Fonksiyon, yalnız x — 0 için tanımlıdır. 
7 ; ini z LK li 
y> eri) fonksiyonunun süreksiz olduğu yerleri belirtiniz. 


Fonksiyon x -0 ve x - 4 değerleri için süreksizdir. 


x—3 i N Ye 
y- VE 7 GE Yollu tanım aralığını belirtiniz. 


Fonksiyon x<—2 ve x>3 aralıklarında tanımlıdır. 
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12. 
13. 


14, 


15. 


16. 


17. 


18. 


19, 


20. 


21. 


22. 


23. 


Yüksek Matematik Problemleri * 

f(a)22*-3 olduğuna göre /(0) : /(—1) : /(1): /(3) değerlerini hesaplayınız. 

Ha) 2x3 — 5x2 -4-6x—3 olduğuna göre f((X—1) ve f(a--5) değerlerini hesapla- 

yınız. i 
x2 

x2 —I 


fh olduğuna göre /(x-- 1) — f(x)i hesaplayınız. 


AH) log esi olduğuna göre #(Y) — f(2) yi hesaplayınız. 

Xx 
F(x) — C*t2 olduğuna göre F(y)/F(2) — F(y — z — 2) olduğunu gösteriniz. 
f(x) —sin > olduğuna göre (7—2x) — 1 — 21/(x)12 olduğunu gösteriniz. 


fay) S x2 — 3zy 4 4y? olduğuna göre : 
KL) li: (2.1)->2: /(—1,3)- 46: 
Ky, x) xy? —3yx-44x2 ve 
fx 1y—2) 2x2 — 3xy 4 4y? $ 8x — 19y - 23 olduğunu gösteriniz. 
f(x) — x2 olduğuna göre: 
(2 Yy) fa e ADI 2) yi) 


olduğunu gösteriniz. 


lik; >. İM—İY) . x—y Re 
fa) -. olduğuna göre YE) İN olduğunu gösteriniz. 


f)- - olduğuna göre bina, hesaplayınız. 
x 


Ji, y) e tr E ve Fy) > * di ise F(xy) — (xy)? —2 olduğunu 
y x y x 
gösteriniz. 


fx) — Vxİ—İ ve Fa) Vxid ise j (a J- —) -F (a i js ol. 


duğunu gösteriniz. 


3. LİMİT 


m (3x9— 5x? 4- 4x) limitini hesaplayınız. 


x—)/ 


(3x9 — 5x2 4- 4x) - Lim 3x — Lim 5x?--Lim 4x 


x-1 x—I x-—İ xl 
—3—5442 
(2—1)(1-4) 
lim-—— 2... 
2 xp2 


ge) k4) 


limitini hesaplayınız. 


ve (2 — -1). ve (0-4) 


Di x-2 Lim & pu 5 
x—»2 
3.12 
-——-o9 
3.— 
mi e limitini hesaplayınız. 
pe 


> 27.  (—3) (2--3x--9) 


x—3 x—3 
Zİ 
Lim — Dini (2-3x-9). Lim > 3 2 dir. m kesri x-3 
x—3 XK— -p —3 


değeri hariç İle ii O halde x -—3 için verilen kesir tanım- 
lanmamıştır. Buna göre : 


—3 3— 
Lim Z a 1 olup Lim > 
—3 


x»3 


21. Lim(a2 4 3x 49).127 dir. 
—3 x—»3 


3x2 4x5 


Lim —————— limitini hesaplayınız. 
xw Oo f—İ nd 


3 
Lim Pİ -dx*-5 ,. x 


AE 
1 
2 
rem A3 şim g3 
Z 
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. 3 kdrek5 ç,, 3»? 3 
e amy aeg 
a2 — 
5. Lim TrİSEr2 limitini hesaplayınız. 
Xx» 
Ii 1 
x2—1 Xx > — 
lr EM BRA e 3 > 
1 -— e. 773 
pa & 
6. li VE VELI j limitini hesaplayınız, 
x>» X— 
Lim Ve$3—vV3x$i, ,,, (Vxt3—V3xFİYVxf3 ETİNİ 
x—1 Vx—i 1 OVeziyeilYeiiiYörri) 
— Lim «(© 3—3x—1)Ve—i 
1G YE Fİ 4 K 
iğ —2(x Ii) 
1 (— IV k3 4 VI 
—2yVx—1 
> eN kei 
“Nx 3 V3x$1 
7. Lim : e Er limitini hesaplayınız, 
x—> x yemi 


0/0 şeklinde olup | 
Lime EVER? pi VE DM VER DMV İri 3) 
xe2N4x-1—3 O x52(V4x11-3MV4x41 4 3x 4 Vxt2) 


İN (2—x—)N4x 1-3) 
x»2(4x11—9MX4Vx F2) 


— lim <2 İMVİrTİ 4-3) 
2 4—DMe vet?) 
A Lİ 


ml Mx--vVx 9) 8 


10, 


Limit 


x—ra x Deği Ya © 
0/0 şeklinde olup 
üm EYE — AVE yp 
Ae ve a 
> Lim (12 — a2) (x - xi? 02 a) 
Ni x—*a AR 
— me (*-x?a'24a)-3a dır. 
—*a 
Vi VTİ 


MM limitini hesaplayınız. 


0/0 şeklinde olup : 


Vİi—x—vVix -x 
im — 2 
x0 V3—3x— V31-5x 
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y vE: VE (Vi—x-vVIFr) (W3—3x4-V375x) 


ML a Za 1— x)V3—3x R V3T3E) 
im —— —  -—---—— Ça A A 
x»0 (3—3x—3—5SıMVi—rx--Vilx) 
a 2(V3—3x 4-yV3$5x) © v3 d 
x08(VI—x4*-V1 4x) 4 


il 


EE > 
Lim Ve— ye limitini hesaplayınız. 
xa V x—Na 

0/0 şeklinde olup: 

Vx— Ya - 
Lim — 

x-*a Vx e Va 


Lim Ve — Vayye » Yaz -Vö)V x--Va) 

a Vx—yYay(VxsvVa)( YE Yaz Yat) 
(—a)( vx va 

L — za — 

sa (—a)( Vİ Yaz ia) 

e ie la Na  2V8 

xa Y-'Yar'Ya 3'ya 3a 


Il 
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Vİ x— Yİ 


11. Lim 


xx0 


limitini hesaplayınız. 


Kk 


0/0 şeklinde olup : 
1x — Vi—x 1-0)— VA—x) 
A z x v ye 
— 44 x—(—x” 
KD EEE Vİ e) ME zi 
n2--2x--5 
0 Mİ VİN VE VÜZİ 


5 
m dır. 


i9 İn 2x 2x—5- Vxt—3x5) 
x>ox—İ- Yda 3x — —2 


an şeklinde olup: 


limitini hesaplayınız 


ÇE ME prn e 2 yiVE> a 
Lim 2051 Vat—3xti 5 Vx"—3x--1 MN x Xx Xx 


x-0X— ya? el 1? 443 2 
Vm a 
-——— dir. 
ii 
13, e my limitini hesaplayınız. 


0/0 belirsiz şeklinde olup: 
Lim NİFE —2 ppm (74 8)1 Vie Ve) SİL 
1 V4A—x—NN3  1(4—x—3)11 'V(7 24 'V8(7 1) VB 
— Lim MEZE 4 ME NE 
MY Ye EY 
va dir. 


Va-3 * A —a-a? 


Bi 


14. limitini hesaplayınız. 


yk 


15. 


16, 


17. 


Limit 97 
0/0 şeklinde olup: 
Lim İVX—2-- İVI—xi ri 


x—İ x—i1 
ME e) EE ME 
wn (4—IN Vü—2) — Vı—2 YI—xt2 4 VA—ıep 
1 
rl VE —2İ— Ve—2 Vi 4 Yü te) 
» Eğe 
S5 3 dir. 
KR 
Vr ES limitini hesaplayınız. 


e 
— şeklinde olup: 
V2x İS ep) - Lim v2 v2 dir. 


Lim - ————— 2 
100 “Vx8 —x'-1 x»© Vx8 


zn n(V—2x—i —İ—Ne— 7x1 3) limitini hesaplayınız. 


ce — ce şeklinde olup: 


Lim (VEEZİEZİ—VEZİEF3) — Lim pi i -z)| 
x»© x-»© 
7 5 
Lim (Vx?2—2x—1—VX2—7x $ 3) Lim (hita 7) lg 
x->—© x>—0 
ve 
Lim (Veri Ye 73) — Lim («1 KL 
—- x-e-İ-00 2 2 


Lim (2x—1— V4x22—4x— 3) limitini hesaplayınız. 


x»>Fe 
ew — e şeklinde olup: 
Lim (2x —1—V4x—4x—3)- Lim|((2x—1)—12x—1) 


x—»Fo Xx» 
Lim (2x—1— Vâx? a ve Lim (2x—1-4-2x—1) 
x-»—0 x—>—00 
— Lim (4x—2)-—e ve 
x-*—0 


Lim (2x—1— V4x2—4x—3) — Lim (2x—1—2x4-1)—0 dır. 


x*İ- x-»-İ-0 
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18. Lim ÖV F5— İY 8x) limitini hesaplayınız. 
ew — c şeklinde olup: 
Lim (İV $ 5 — "Ve E 8x) 


x-—»r©O 
x3- 5x2 — x3 —8x 


Gn 
li 
Ey E Avie Ver EV Eyer El) 


ri” KıkI > dür. 
19, : lim 5S 7 i a © limitini hesaplayınız. 
4 3) 
Lim va zamk 4 ve Lim ; > Lim s3), dır. 
x—>—0 1 * 5 xx» 1 İş 5 ie lk 1 
5 
KLAN 
241 ” 
20. y- —-— fonksiyonunun x->3 halinde sağdan ve soldan 
7—j 
limitlerini hesaplayınız. 
1 
— Li — 
Lim << Salim 2 ie 
x-3--0 iz x—>3--0 1 1 
yz 
1 
x—3 
x-»3—0 iş i 


21. Limsinxig > limitini hesaplayınız. 


7-—*— 


2 


Limit 


Xx 


Lim sinx ig 5 — Lim sin x.Limtg 5-—1X1 1 
xe”. Xx» — x-—» Ea 
2 2 2 
22. Lim limitini hesaplayınız. 
x—Ü 


sin x sinx 
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, Sinx ; 7 
— COSx —Cosx olarak lim-——-—limcosx-—idir, 


İgx Oo sinx x0 İŞ 


x-»0 
23. Lim 7 —eoex limitini hesaplayınız. 
x—» 
2x sin Z- cos 2- xcos > 
Lim İNE lim 2... 2. im 2 
x401—€0SX o x0 2 sin? > x0 gsin- 
2 2 
cos 
> Lim2- > -2 dir. 
x-»0 i 
| — 
. sin3 
Har 
2 
, sin İx Si 
24. oOlim————— limitini hesaplayınız. 


x—0 Vİ—cos x 
0/0 şeklinde olup : 


Lim sin2x Lim 2sinxcosx 
x->0 vi — cosx x—>0 V2 sin x 


2 
23 sin Z- cos Z-cosx. 
: 2 2 
x—>0 PE 
sin > 


— Lim2y 2 cos->-cosx-2y2dir. 
x—0 2 
25. Lim ee limitini Resaplayınız. 
40 A 


100 


26. 


27. 


28. 
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0/0 şeklinde olup: 


9 sin? nÂâ nrnA? 

.. İ-cosnA ,, “SR 3” nn j 5 n 
Lim 5 — Lim — Lim > —- 
Ao A a0 A A0 2 nÂ 2 

2 
dir. i 
Li ar limitini hesaplayınız. 
x-»0 
0/0 şeklinde olup : 
sinmx | Lim sin mx mx 
x-0 Sinnx xe) Mx sinnx ei 
RX 
sinmx 
—Lim>.———-— dir. 
x0 nn sin nx n 
nx 
. İGX—SİNX |», ... 
Lim 4 limitini hesaplayınız. 
x—0 
0/0 şeklinde olup : 
Lim tg eek X lim sin x © — cos x) 
x—0 x x-*0 x Çosx 
in? 
L sin x sin 2 1 
— Lim——— 5 
0 X Xx cos x 
MN 
— Li <2 2)1 1 ik dir 
x0  X DA 2 cosx 2 i 
2 


Lim <0$ X— Vcos İx 


limitini hesaplayınız. 
x—0 sini x pray 


© şekilinde olup : 
Lim <0S x — Vcos 2x Dik (cos x—vycos 2x) (cos x-- Vcos 2x) 
x-0 sin? x x-0 sin? x (cos x -- Vcos 2x) 
: COS? x—cos3r 
ım ————————— 
x>0 sin? x (cos x - Vcos2x) 


29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 


37. 


38. 
39. 
40, 


41. 


dır. 


Aşağıdaki limitleri hesaplayınız. 


Lim ie 
x5 x2 — 7x 10 
x13 — gi!3 


x»a X—4 


Lim sin x —sinda 
x»a Xa 

Lim cos? x — sin2 x 
x—>0 3 sinx 
Tim log (4x) 


x>( <cosx 


Lim (10*—ogg (9--x)| 
x—İ 


Lim Vx—2-- Vx-1 
x—»2 Vx2—1 
Lim 3x2—1 
x-—>0 4x24-3 
m VI 93 1 9x2 
20 VET 


Limit 


- cos? x—2c0s*x-4-İ1 
sin? x (cos x-- Vcos 2x) 
1—cos?x 
sin? x (cos x -- Vcos 2x) 


1 


x—»0cosx* cos x 4 Veos İx 2x Z 


Cevap: 80 
Cevap > 

1 
Cevap : 55 
Cevap: O 


1 
Cc Miçe 
evap: — 
Cevap: 0 
Cevap: cosa 
1 
Cc : — 
evap: — 


Cevap: 0 


Cevap: 9 
Cevap: 1 
Cevap : — 


Cevap : za 


—. 
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3x2 —iİ 


42. Cevap : 
x—> a 

43, Lim Aydos. Cevap : 
Xx*01 cos 

44. Lim (G61h)7—9 Cevap : 
h—>0 

45. Lim | Lim. ——— Cevap: 
x—*0 ye el 

46. Lim | Lim Cevap : 
y>0|x»0 X1y | 

47. Lim 101/4 Cevap : 
h-0* 

48. (o Lim10'# Cevap : 
h—x0” 

gh 

49, Lim Cevap : 
h0t 14 21 

50. in TE Cevap : 
—0 1-5-2 

Uh 

SI, 3 Cevap : 
h0 5 yal 

52. Lim — 


x—»>0 3x -Vx3 ix *-x 


JE 
83. Lim VP—iti 


x—0 x 

54, Lim VEEE 4 VEE: — Ver 
x—0 

55. o Limiyeri —yVezi) 
x—>© 

56. Lim (ÖV/x3 4x — x) 
x—>© 


sn. ul VEŞEZE 


x—1 x—il 


88. Liml—V2 sint 
Tr cos 2t 
——— 
4 


b 


“i 


© 


© 


59. 


60. 


. 61. 


62. 


63. 


Limit 
Lim sin 9x sin 2x 
x—e0) cos 3x — cos ?x 


Lim in 
x—-0 1 — cos 3x 


i iİgx—sinx N 
L XxX Ssİnx il 
x30 sin x (cos 2x—cos x) Cevap * i 
Lim XV F8 
x—»4 Vxj-2l — V5x$5 
Lim — V3r—) Covap : e 


x>2 yâr ki—3 
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4. TÜREV 


3 İ. : 
y- VEN den y türevini hesaplayınız. 


. 1 (—1)82x(2 41) — 2x1 —1) 4x 
y mi (1) KI 2 1Y6 


5 
yves) ze) den a türevini hesaplayınız. 


1 1 
0 (Lo > Ts) Cw Tr le öç) ce) 
dö m —————————— enn Emi 
2 V RK (Le 55) Yerle) Hes-z) 
dy LCw —1 


dC€ Er 
Cu? VR o. (Le — ca) 
v 


17/1 
- yl (5 Lİ 2) den y” türevini 'hesaplayınız. 
2 salkikai 
e rr 


. Ni 1 2Vx—1 1 
y” 9x? (5 t 2) — 3 yazi) 


y>(2x—3)'N(X Fİ) den y' türevini hesaplayınız. 
” — 5 , 2 —i 10x 
ON FIP (1) 3 (2x— 3) 
y şet Tea 
— Ve —2x 'Ve— 3x den y türevini hesaplayınız. 
, —i —z 
— Yar Ve —3x 324 2 (e —3x) 3 (32—3)Vx—3x 
ei (— x)(2x2—x—5) 
"Ve — 3x) Ve — 2x 


10. 


11. 


Türev 105 


y>-(3x—4)'V(x KİP den y türevini hesaplayınız. 


(47273) 3(3x—4) 
y-3VG FİZ Elek 8-4) 3 VE ey 
12041) 43(8—9), 2x 
4 Vi 4 Yeti 
y-x3İY(8—x3)) den y türevini hesaplayınız. 
LE 4 Fal — 5x 
y— 3 ME EE 5 (8 — 3) 3 (— 32) Ri 


y(5x2—6xX149) Miki) den y türevini hesaplayınız. 
40x 
3 'V(x1) 
— (21x2—24x-4-32) 'Y(x-1)3 den y' türevini hesaplayınız. 
3 21x2 — 24x--32 231 x 


e. 4 3 — m — 
— (42x — 24) Va t-1) ei Yeli ERİ 
x(3-- 2x? 


) den y” türevini hesaplayınız. 


EE 
—— a 3x(1-4-x)(3x-- 2x) 
N | G4 6) vü a — ak 
yi 7 ük 
(1420011 4 — (1 (3x 2) 1 
VÜ Fx Y(1 4” Mü 


y -(10x—6) METİS YE 6x 49) 


3x?— 
— den y' türevini hesaplayınız. 
y 3 VeZİğ 5 y ptay 


Mr 
3 


y—(3x2—1)(x5—1) © şeklinde yazılarak: 


. 


2. 2 
evli) vE 7 (04-118 —1) 93 


Z 6x . 20(30—1) o 6x(x)—1)— 2x43x2—1) 
s5. 5 
(3— yi (0 —1) (4 —ı) 
— Zir) bulunur. 


(—1) 
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12. yz 5 (sec 2x -- ig 2x) den y' türevini hesaplayınız. 


li 


y 3 5 (2 sec 2x tg 2x -- 2 sec?2x) — sec 2x(tg 2x -- sec 2x) 


13. y>sinxcos x(2c0s'x--3)-- 3x den y' türevini hesaplayınız. 
y — cos'x(2cos?x -- 3) — sin?x(2 cos?x 4-3) — 4sin?xcos?x--3 


5 8 cosix 


14, ys > *Vcos 2x (cos?2x — 7) den y' türevini hesaplayınız. 
V 74 


2 
in 2x(cos2x) * (cos?2x—7)— 7 İVcos 2x cos 2x sin 2x 


7 
 sini2x 
© cos?39r 
7 A 
15. y-ç————deny türevini hesaplayınız. 
cos? --— 
x 
1 XP 
y>- G x) * yazarak: 
8. 
) e tİ 1 3 : 
y-— glecos— |), (—sin-— ||—5)-—ş)cos—-| sin— 
i 
— 3 sin— —3tg Ea 
— yi em a ei o bülümün 
1 1 
SW coss— 5.2 Yosi 1 
x x 
6 sin Xx 4 8 Ma ii 
16. yy Sİ —— EEE pi * 75 igx deny türevini hesaplayınız. 


.. Cosx| 1 sinx( 5c0os'xsinx 
Sy i İzmir) #5 


COSİX coslir 
y 4cos'xsinx | , 8 
cosir " 15 cos?x 


. 1 sinx , dsin?x 
Y © Scosiz t 15 şi a TE  Töidöriz iz 


Türev 


3 3 cos?x 4- 12 cosix -- 15 sin?”x -- 12 sin?x cos?r 
15co0s'x 


3 (cos?x -k- sin?x) -- 12 sin?x 4-12 cos?x (cos?x -- sin?x) 


15 cos'r 


3--12sin?x -12cosix . 1 
15 cos'r cOSİx 


2. 2. Z. 
17. (x-yP--(x—yPp <a den y' türevini hesaplayınız. 
Her iki tarafın türevlerini eşitleyerek : 


Şey) ayi ey) İyi) 0 


elde edilip buradan 


bulunur. 


yiz ey tay 
(ey) li 
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18. cos(3x--y)--sin(x-4-3y) 5 den y” türevini hesaplayınız. 


Her iki tarafın türevlerini eşitleyerek : 
—(3--y')sin(3x4-y)-4(14-3y')cos(x--3y)-0 ve 


.  3Sin(3x--y)— cos(x 4-3y) 
© sin(3x --y) 3 cos(x--3y) 


19. 2—xy-4-y' 3 deny' ve y" türevlerini hesaplayınız. 


bulunur, 


Her iki tarafın türevlerini eşitleyerek : 
2x —y 


x Sy - bulunur. 


2x—y—xy-42yy -0 ve y— 


y türevinin bir daha türevi alınarak : 


.. 2—y)(—2)—(—2y)2x—y)  3xy—3y 
y (x — Oy) (x—2y” 


ve y yerine değeri konursa: 


2x —y 


3x 


e  3x(2x—y)—3y(x—2y)  G—xyty) 


Ni G—y Ge —3yP G—2y) 
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ve x?— xy--y?— 3 olduğu göz önüne alınırsa: 


» 


18 
y —(—3yp bulunur. 


20. xa y—a'b? den y” türevini hesaplayınız. 
Her iki tarafın türevlerini eşitleyerek : 
bx 


2b'x--2a'yy'—0 y > er ve buradan da; 
. Sby—abxy by ae ay) 
y aiy? 5 ay 
Oy pi y2 (0202 
my ir. eay e) “elde edilir 
ay a" y 


a2y?'-4-b7x2 a? olduğu da göz önüne alınırsa: 
PN 
y DI bulunur. 


21. (x--yP-16(x—y)deny vey türevlerini hesaplayınız. 
Her iki tarafın türevlerini eşitleyerek : 
m ği , 8—x—y 
2(X -y)(14-y)-16(1 y) , ge 8xİy 
ve buradan da: 
yi (—1—yX84--x*y)—(1-4-y)(8—x—uy) 


(84-x--y” 
yi (4 yMX—8—x—y—81x4y) — 16(1 $y) 
(8 -x-4-y” (8 xy” 
elde edilir. y” yerine de yukarıda bulunan ifadesi konursa : 
r 256 


bulunur. 


EE 


2. x-4-2y—a'den y' yü hesaplayınız. 


2 2 
4x9 4 4xy?-4-4xyy—0 ve y  —7 2 olup buradan : 
ei (2x 4-2yy)xy— (yay Me ty) 


x? y” 
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oyiayy'—y—ey (—ay)y ty—xy 


xy? rey? 
— (©—y)ay —y) 
xy: 


elde edilir ve y' nün değeri yerine konursa 


2 2 
2. ,2 xy la 
| e) eymen 
xy 
 W mila anl 
xy 


bulunur, Başta verilen: x*-- 2x? y? -- a* ifadesinden: 


a 


xx * 2y?— 
olduğu göz önünde tutulursa: 


aliyi — 
y'— Si) elde edilmiş olur, 


ee yEİ 
23. z na VE — 2 den y' türevini hesaplayınız. 


Her iki tarafın türevlerinin eşitlenmesinden : 


2 

3y'(ay'—y xy (y—ay)—0 
A e 

3xy?y'—3y'4-y—x yy 0 


uu “5 
3x0—e'y)y—3y'—ey 
Ss 4 4 J 
A ip pa li 
2 4 4 x x 
xy (3y” Ea r 


elde edilir, 
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24. ax Zhxy--by? 17 den y' yü hesaplayınız. 


Le çaxthy 
2ax --2hy--2hxy' --2byy'-0 ve y ii olup 
.. (at ay)(kx4-6y)—(A-by')(ax Ay) 
7 (ix Föy) 
aby — hiy— (abx — h?x)y 
a (Ax-- by) 
elde edilir. y” yerine yukarıda bulunan değeri konursa : 
ax İ ax İ*-hy 
23 ye 
j e ab)y- ( — ab)x İz ei 
e (hx 4 by) 
(2—ab) (y(hx--6y)--x(ax--hy)) o (A—ab)(ax?4-2hxy“4-by? 
(hx-4-by) © (4x--6y) 
ve ax?-4 2hxy-4 by? —1 göz önünde tutulursa : 
— ab 
ii TEE — öy) bulunur. 


25. y-a(x?--y') den y' yü hesaplayınız. 
Her iki tarafın türevleri eşitlenirse : 


, i 5 2ax 
3y'y —2ax lay, Yar zy 
.. . 2a(3y'—2ay) — 2ax(6yy —2ay') 
vw (3y? — 2ay” 


elde edilir. y” yerine bulunan değeri konursa : 


2a(3y” —2Zay)— 2ax(6y— Da) yer 


YE — EE ley 
a (3y? — 2ay) — 4axX(3y — a) 
(3y? — 2ay) 
bulunur. Diğer taraftan ax?— y'—ay) olduğu göz önüne alınırsa: 
, o 2ay(4a—3y) (o 2a(da—3y) 


y— ay” — By Ba) sonucuna varılır, 


26. x 4 y —a den y' yü hesaplayınız. 


Türev o 111 


Her iki tarafın türevlerini eşitleyerek : 


ye» e > y” Bi 
Şa zy y>-—0, y-— A bulunur. E uradan da 
en la e 
, XY Y— 5x y 
Ye B 


elde edilip y” nün bulunan değeri yerine konursa : 


1 — 1 < y' 13 yi”? 3 1 
j zx 213 yı giy ME 3 — 3yi 
y e e Te e 


— ye” en x13 
y Böy 


ve y/3-4-x73— a olduğu gözönüne alınırsa: 


g3 if 
y' ligi elde edilir. 
27. ys — 5 (xX* BANİ ie > wp sin 2 “ dan y' türevini 
hesaplayınız. 
i di 
—x a 
y > — VEEE 7 e Ti -Z 
VE 
x? 
ER aaa dir, 
M2ax— xi 
28. y—x?-4-(Arcsinx— 2Nİ—x2) Aresinx den y' türevini hesap- 
layınız. i 
y tek — Vİ ki Arcsinx -- 
Arcsin x — 2x Vi—x? 
vVi—r 
1— 21 — x)-4$-2x7 i Arcsin x 
— 2x ——— — er Arcsin x -- Nine — dx 


4x? Arcsin x 
——————. dir, 


Nia 
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29, 


30, 


31, 


32. 


33. 


34. 
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y-—5 YEK 4 2 Aresin — > den y türevini hesapla 
yIRız. 
1 
(—3) e 3 
6 pe ————————— —a a 
y öl x— * 4y6r— 4-7 1— x—3'? 
) 


er 


ya VE yo a 4 2 


hesaplayınız. 


EE BMD 
Aresin yi den y' türevini 


21x x 
(9 —x2)5— 3x2 V9— ix? 2 Ye e YE 
43 1 |! 
> a — 
yı e. 
9 


y 5 4(9 İl xp 
ys ein? den y' türevini hesaplayınız. 

y'—4sin 2x cos 2x esin?2x - 9 sin 4x esin? 2x 
ye” sin3ix deny' ve y' türevlerini hesaplayınız. 
y-3e-” cos 3x—2e-” sin 3x-e-”(3 cos3x—2sin3x) ve 
y'-e-”(—9sin3x—6 cos 3x)—2e-*(3 cos3x—2 sin 3x) 
y'-—e-”(12c0s3x--5sin3x) dir. 


—2 NE (Vx — 3x--6Vx — 6) dan y' türevini hesaplayınız. 


vize MN “(ey — 3x 46 — 6) 42 (> VE) 
—xV 
Aİ İİ e mii İni 
y—- ek j en y turevını nesaptayınız. 
aele“ — 1) NES ae“e“* —1) 
e Gl e 


2 e*—) Ni (e“--1) Vek 1 
e“-4-i 
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35. y- e ee den y' türevini hesaplayınız. 
v 1x2 — x(1-x) 
? — J$x 1 gAreter | yı x göretg ir 
YO ipelid* yar 
R 9 gireiz x 
V- üre 
e ZE Pi İ 
36. yz Aresin ex den y' türevini hesaplayınız. 
Me a >) pe Me” yz e”) 8 
Gin GN Ci 
a > ye aç 2 
1 — (Ser) ETE 
, 4 i 
Yy” ar 


37. y- 5 Arcig e" — EDİ den y' türevini hesaplayınız. 


: 1 e e(e”* -1)—2e”*e* 


MY HA © 
,.  e(e*--1)—e(e*--1)-4-26* e” 
y Me <1): © (e -i1Y 


Va?—B sin x 


38. yy Arctg Dö acosx 


den y türevini hesaplayınız. 


Va—b?cosx(b--acos x)-4-aya?'—b'sin?x 
Mu (b--acosx” 
y (ai bsinix 


ii ören 


b ya'—bcosx--aya—bcos'x --a Va>—b sin?x 
b2-4-Dabcosx--a?cos?x -4- a? sin?x — b? sin?x 


2 Va>— b (6 cos x--a) Ya — 


(b cos x--a) Ob cosxsj-a 
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39. 


40. 


41. 


42, 
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7 
e log YİL “NE Z 


y Za log (1—x)— 2 --log(1--x2) . olup 


den y' türevini hesaplayınız. 


,. 3 —dx 4 2x e 2x(x—7) 
Jİ” SILA Sila” Saz) 


y- - asi -- log Vİ-—x* den y türevini hesaplayınız. 
(Arsin x4- —E— 5) Vİ— xi ri 
y Mİ —x e 
1—x 1—x2 
,. Wi Arcsinx--x)Vi—x - x? Aresin x e 
nm yaram ii ü—yn e 
. (1— x) Aresinx--x VI—x3 - x? Aresin x— x VI—ır 
e ee 
.. Âresinx 
lr pm 
y> ez — yea 4 3logiş 3 den y türevini hesapla- 
yınız. 
3 
Çil 
..  A2sinxcos'x—sinx) —3 sinix—6 sin x cos?x e 2008 2 
ii sinix cos?x sinix 
tig —- 
e iz 
J © sinircostx 
1 I — cos 2x cos 2x 


İsmi ix den y” türevini hesaplayınız. 


J-5 ip pre Pa 
2sin 2x (1 -- cos2x)--2sin 2x(1 — cos 2x) 


pk (1 - cos2x) — 
ir 1 —cos?x 
1--cos2x 


(1 —2sin2x sin? 2x —d4sin2x cos? 2x 
4 . sini?x 
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1 4sin Ix 1 sin?2x4-2 cos??x 


— — 


8 1— cos?x * 2 sini2x 


e 4 2— sin Ek sin?2x --2—sin'2x N 
©“ 3sin?r ' Z2sinix © 2sin? 9x i 


— p 3 
imi “ cosec 2x. 
43. y-f(e'—)1)Arcig(e'—1)—logy2—2e'4-e den y türevini 
hesaplayınız. 
e(e'—1)  —e- e” 
1$(e—1) 2. Dese 
€e“(e'—1) e'(e"—1) 


2—72e'4-e' o 2—2e*-4-e! 


y > e'Arcig(e'—1) k 


yse'Arctg(e'—1) 


> e“Arcig(e'—1) 


44. ylog(alı Nx'—İ)— Arccos > den y' türevini hesaplayınız. 


3 
2x —— > 2 
ii) 


ii yaz DE xi 


2 e. e vi a 


İç mm mak mm meme neee aa 


2 Arcsin x Aresin x 


45. y ir * /og Wi den y” türevini hesaplayınız. 


2 ii, —(1-x)— (1—x) 
i SR ne A ox 
vi LE a a iy 
e 1 i—x 
1--x 
2 V1-—x2 4 2x Arcsin x 2 2x Arcsin x 


a— xy i—x? Bi A— yi? 


cos X 


46. — 7 
2 sin? x 


— 5 log ig m den y' türevini hesaplayınız. 


o —sinx—32sinxcos'x oi 1 
2sinix 4 cos ie © 
287 


1--cos?x 1 —I1—cos*x—sinx 1 


116, 


47, 


48, 


49, 


50, 
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— log V ai Arctg —- den y' türevini hesaplayınız. 


x--a—x-İ-a 
2 Xa ML 
m e ek in A 
Yy — YE ni a? M—a' ligi gi 
xa x 
— log(x?-- 2ax-4 3a”)— > Arct BUZ dan y' türevini he- 
saplayınız. 
5 2x*2a * 2a*3 oV2?a 2x—3 


y x2--2ax-4-3a' ii V2 a 1k ( J 5 M2 19ax1-3a' 
2a 


H(x) —e' log > olduğuna göre f'(1) ve f'(1) i hesaplayınız. 


i 
ğ Ma e A EM NON 
kaleme ele e ere log m e 
e > 


olarak 
#(0)——i.e.logl—l.e-—e ve 


Da e ma vw e 
Fe-zerlery— ölerek — Tes) 


1 1 
- yp gi” nm 


1 1 1 2 4) i 
Mi gi/x log 5 ei — 2 gir log — EE İk B elik > el” 
e”(/1 i 2 

ie log — pileli) olarak 


x 


0) — a (10g1--2.10g1-4-2--1)—3e bulunur. 


—(2--x) “ dan y türevini hesaplayınız. 


Aretg Z * x 
ys(2-x) < danlogy-— Arctg 4 log (a?-4-x) yazılarak 


Yy. > xp a İğ 
y iri Arctg â Le log (a?--x) 
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etg > 


Ar 
21.2 a 
7 (2”--x) Bi Arctg > alog eken) bulunur. 


diri 

51. y—(3 cos 2x fonksiyonunun türevini hesaplayınız. 
logy-x log(5 cos2x9) yazarak: | 

— 40 x'sin 2x1 


a 
y 5 cos 2x* 


*log(5 cos2x*) (o ve 
Yy (5 cos 2x9) (log (5 cos 2x9) — 8:'tg 2x) bulunur. 


52. y> x“ fonksiyonunun türevini hesaplayınız. 
log y—x*log x yazalım ve her iki tarafın türevlerini eşit- 
-leyebilmek üzere x* in türevini hesaplıyalım : 
2x yazılarak logz—xlog x den > —I--logx ve 
2 >x(1-logx) bulunur. Buna göre: 


2 eli kloz) log x$ ve 
Yy xx | z log x * log? z) bulunur, 


53. y—l(igx)?#* fonksiyonunun türevini hesaplayınız. 


logy-logxlog (tg x) yazılarak buradan: 


&. 0907), logx ,. 
7 Xx sinx Cos x 
2 (tg yyloş x | 198 (tg x) log x İ 
y | (tg x) | Lez * siMrtosi bulunur. 


54. Areig © lg ey 0 dan y ve y' türevlerini hesaplayınız. 


yay gi 
y” Vey? Y—AY,xXİYY. g 
1” Vey ' Sir iy 
y: 


İY. 
x—y 


x*y—(x—y)y-0 y ve 
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Ve (1y') (—y) — (1—y) (ey) 


G—y) 
Ky ta—y)y— (ey) (yy 
(—y) 
x--y 
, —2 2 il 
N —2y-4-2xy Wi Yer 2x x—y —2xy-42y--2x) 4 2ıy 
(—y) G—y) G—y) 
2 -4-y) 
(x—y)” 
Aşağıdaki fonksiyonların türevlerini hesaplayınız. 
55. y(ax-b) (cx?--d) Cevap: y'—dacx3-4-2(ad--bc)x 
sil Rv 
56. y— 33 Cevap y 
: Ez —7x3 
57, yz(a3—1) (x—2Vx) Cevap: y ka e 
Bal ye oy fe) 
ii Cevap: YT 
! —15 
59. m iyim. 
y 7 3 Cevap: y Sükrü) 
5 
4-— 
Xx 
: dı 42 u3 ur” uz u3'| uş u? uz Çi uz u3 
60. yle e vw Cevap: y'—ew © vaİkjor v3) v3'İkivı v2 v3 
www |w w w3İ| (vw w w3 İvi” W)'W 
1 3x2—4 
61. mn > em x 
“© VEE Cevap: yg yn 
62, yx(x8-412)10 Cevap: y'—(x84-12)9(81x8--12) 
pi —ı 
63. — — C : Yİ amm Dr 
m re ii YU m 
04, yayr— e Gö yeme 
y z a e 
Par emme öl pa 16 
65. o fa) | Vİİ—3xF7 4(5ye—9$li7 Cevap: /(4)-— > 
(2—3x—2) (V3x51 — 1) 
sin x C i ... Pb tacosx 
v9 ya ab cox Yale (a--b cos x)? 
en sai N m TE sin 20 
67. A) —vVI—k2 siniğ Cevap: /'(0)— m 


68, 1 — cos 2x 


— — —— 2 
YE aş 2x .Cevap: y'Ztgx sec? x 


69. 


70. 


71, 


72. 


73. 


74, 


75. 


76. 


77. 


78. 


79. 


80. 


81, 


82. 


83. 


84. 


85. 


86. 


87. 


1 
y— (cos 2x — sin 2x)2 


y—cosecx 


EM 
yaxsin — 
x 


2 sin? 6—tg 30 


0 |; 


yzAresin © 


.. 3--5Scosx 
—A EN dikka 
7 e 54-3 cosx 
yAresin (tg x) 


-Aresin(x 
ArecosVx 


Y— 


a sin Xx 


İdo 20) V2-sec2 9 


Cevap: 


1 
y— a2—b) | cosx az pi 2 


r 


Aretg — 
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Cevap: y'— 4 cos İx 
(1I—sin 4x)2 
Cevap: y”—2 cosec3 x—cosec Xx 
Cevap: y”—— e sin 1 
x x 
Cevap: /” (5) — 
e 
e er e e 
ml e 
WPS a laz—bö 
4 
C yi 
SAR 5-4-3 cosx 
4 
C . e — ORAN 
Kya 5-4-3 cosx 
sec? x 
Cevap: y'— vVizipix 
iz 1 AresinVx - hale 
7 2 vx — xi — 5 a > 


b--a cosx 


Va?—52 sin ! 


e e asinx | 2b R | a—b Ç| Xx 
a2—2) ab cosx Vai—pz ret Va2— 37 te 7 
il a sin Xx N b R ba cos x 
lg pi Ta*b cos x Vaz Vecosl b cos x 
yzAretg — 
yAretg VI 
yAresin gayi 
yzzAret cosx-İ-2Zsinx 
TE ia > cos x 
x-2V1 — xi 
yzAretg vi e x? 3x 
O V27x5X6x—i1 . 1—8Xx iğ Ri SADE 
a 3 Arcsin 6x Cevap: y— x3V27x2-6Xx—İ 


EE Eze 9 — v2 iy 
y— x(Aresin ) —2x-4-2V4—x . Aresin-> 


Cevap: 


y'— (âresin?-) 
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89. 
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—Arccos 115 
İ—cosx 
—AÂret 
Yi I4-cos x 
yze'logx Cevap: 
yz 5 (0*--e—-*) Cevap: 
ylog EA iz Cevap: 
1H-xte-* 
yar” Cevap: 
ye Cevap: 
ya” Cevap : 
yzxlogV x Cevap: 
e" 
y> (e') Cevap: 
y(sin xw“ Cevap: 


yzltg 5)” 


yzlog Aresin Vx Cevap: 


—sin x Cevap. : 
yza* Cevap 3 
yzcos ax Cevep 
yze” (sin x--cos x) Cevap: 
ySİnx-4x cosy*-x1—xy—0 (Cevap: 
x log y—e* Cevap. 
x2--2xy-4y3 —0 Cevap: 
x5 -- 5x9y — 10xyf--y5 <0 Cevap: 
yy)? i Cevap: 


Cevap: y'—x? (tg 5x)” E log tg 5x2-- 


y' ze (los x- 1) 
y- —. (e —e—) 


yi x-2e— 
1-x4e-* 


yx*(-logx) 
y'—eX" x*(1 log x) 
yz ti (1--2iog x) 


yz logx şlogVx 
x 


yse(e*) e" (1x) 
y'— (sinx)*” .e(log sin x-*-cotg x) 
10x2 İ 

sin 5x2 cos 5x? 
Pinle mm ee ei b aa Ez 

> 2 Vx — xi Aresin vx 

y—sin (ata 5) 

yi) — (log a)” a* 

y) —a"cos (esin 5) 

yi” — VI) e sin (an 7) 


Y--y COSX—COS y—İX 


Ye sinx—x siny—X 
y 2” (e*—logy) 
x 
yi — 2014) 
x-3y2 
pe 2y1-—Âx3 y-—x1 
yi—Bxy3-x8 
y'— > 2x-*-y 


x12y 
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3 İŞ a 
111, (44-y)23 4 (—y)2'3 —a2'3 Oo Cevap: y'— Ne ty ex yi 


OY y—Vx —y 
112. 3x2 -4-y7 —1 Cevap: y'— —E: ai 
y 
İ . İ—ye 21y2—1) (4x-4y 
113. Oayi—xiy Cevap : yg : ye ' 


y Arecsin z — Vei—yi 


2 
14. 2 logx $-( Aresin 2) —e (o Cevap: y'— 


x Arcsin z 
, ? ?(y—2 
115, ge*tY—y* Cevap: ii oy” mi 
116, x3y -xy3—2 Cevap! x—1 içiny'——Ivey'— 
117. © yzzAretg xi 3x — a > Cevap: y'— Mi Ed 
118, yz 2xAr tg 2x— log Viki? Cevap: y'22 Arctg 2x 
119, © yAretga* İ Cevap: y'— SE 


120. yzlog V2—2eif ei 4 


(e*-—I)Arccotg (€*—1) O Cevap: y'—e* Arceptg(e*—i) 


121. yzlog V NDA —Aresin 2 
—x 
1 (x--1) Ix —ı 1 
122. — ie 
2 y g 108 xi—xti Aretg —— 5 Cevap: y STİ 
123. Oo y—ch(logx)4*sh (logx)—x Cevap: y'0 
y — o : , y(1—x2—y2) 
e a Tevapi Yar 
125. © Aresin X -- Vy2—x2—0 Cevap: y'— e) 
y yi—x 
126. sin (x--2y) e2XTV—0 Cevap: 2 sin (x--2y) —cos (x--2y) 


y— 2 cos (x-4-2y) — sin (x-4-2y) 
127. 37 2“ —— Arctg y 


5. TÜREVİN ÇEŞİTLİ 
UYGULAMALARI 


xy? > gi? eğrisinin herhangibir noktasındaki teğetinin ek- 
serlerden ayırdığı parçaların toplamının sabit ve a ya eşit oldu- 
ğunu gösteriniz. 
1 mp İ iy 0 WE I GE 

x DU ye ve y #—- Olup eğrinin 

herhangibir (xı , yı) noktasındaki Mi denklemi : 
yı? 
Y— Yı — yi (e — Xa) veya —yx. yi? SE güz 1 


dir. Buna göre teğetin eksenlerden ayırdığı eN a7x,'? ve 
a? yı? uzunluklarıdır. Bunların toplamı ise: 

xi? 5 giy gay) ag a dır. 
xy? — gl eğrisinin herhangibir noktasındaki teğetinin ek» 
söhler arasında kalan parçasının sabit ve a ya eşit bir uzunlukta 
olduğunu gösteriniz, 

dl 
2 an 2 app e ağ , 
z* * Yy —Övey gi olup eğrinin her 
hangibir (xı,yı) noktasındaki teğetinin denklemi : 


ME 
Yy—yı> —Y EL (e — a) 
dir. Bu tegetin eksenleri kestiği noktaların koordinatları : 


Oy eksenini kestiği noktanın koordinatları x-0, y > ye 
1 


i e 
Ox o » > > yl), x yi 


dir. Bu iki nokta arasındaki teğet parçasının uzunluğu ise* 


a-Yönlel e mia) 


— (Yık? kyi (yy aş) 
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— yı” (48 e yı 5) * Xx (yı pe xy 
— (429 yiz) (2 e Yy?) — (xy 


ve x/0-4-y,/3—a'73 olarak 


d -(28P -a? ve d->a bulunur. 


y? - 2px parabolunun (a, V 2pa) noktasındaki normalinin, bu nok- 


tayı (5 o) odağına birleştiren doğru ile bu noktadan Ox ekse- 


nine çizilen paralel doğru arasındaki açıyı iki eşit kısma ayır- 
dığını ispatlayınız. 


2yy'-2p ve y olup (a,V2pa) noktasındaki normalin 


— ve bu noktadan Oxe çizilen paralelin eğimi de 


O dır. O halde normalle Öx e çizilen paralel arasındaki açı (şe- 
kil 42) : 


mM) |. 
İLe “İlm formülünden 


olarak bulunur. 


V2pa 
t pr 
& Yı p 


(a, V2pa) noktasını (5 , o) 
odağına birleştiren doğru- 


nun eğimi ipa olup bu 
ii 
doğru ile normal arasındaki 
> açısı: i Şekil 42 
© Mpa o V2pa 
Pp n 
a— — Vöpa 
2pa . dai 
İgpo, - —-————— —- - -— ile belirlidir. Bunlardan: 
e 1  V2pa V2pa p 


2 
İp -tgp,; ve 9,-yp elde edilir. 
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a, b, c, dyi o şekilde belirtiniz ki y —ax'$ba'- cd eğrisi 
(2, 3) noktasında 12x— y—21 - O doğrusuna ve (1, —3) nok- 
lasında x—y—4- O doğrusun ieğet olsun. 
Eğri (2, 3) noktasında 12x —y— 21 - O doğrusuna teğel ve 
(1, —3) noktasında x — y—4 - O doğrusuna teğet olduğuna gö- 
re bu noktalarda lürevin değerleri teğet doğruların eğimlerinc 
eşit olmalıdır : 
12x—y— 21 - O doğrusunun eğimi 12 ve x—y—4--0 
doğrusunun eğimi 1 ve 
y -3ax?4-2bx * c olduğuna göre: 
12 > 12a--4b-4-c 
1-3a--Db--c 
dir. Bundan başka eğri (2,3), (1, —3) noklalarından geçtiğine 
göre: 
3-8a--4b--2c-4d 
—3 sa b--cid 
dir. Bu denklemlerdende a s1, 6-1, c-—4 ve ds —1l 
bulunur. 


| 
! 


ys(—2Mlx 1) eğrisinin maksimum, minimum ve büküm 
noktalarını bulunuz. 


z 1 4x1 
ie Wi Se 13 bisi 
Yy 4-1) P 3 ( 2Xx #1) 3x <1) 
olup x- — i için y —Odır; 
Mg 2 -5 2 2015. 
y 3 (X*1) g (4-1) öX4xr <1) 9 eriği 
olup xx — 5 için y'>0 dir. Buna göre x < — i minimuma 
e 
karşılık olu m. 2) ini . 
ş Pp | a 7 v5 | minimum noktasıdır. 
y' ikinci türevi, x — — > için işaret değişlirerek sılır; 


2 
x - —1 için ise, işaret değiştirerek sonsuza yaklaştığından bu 
değerler büküm noktalarının apsisleri olur. 
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a > İğ 
Yy— 'Nx3—3x eğrisinin maksimum ve minimum noktalarını bu- 
lunuz. 


xx — 2) x—2 
— y— 1-2 ME RK m KİŞ e EİN 
li Kek er 
olup * —2içiny—0 ve x -0O için y->o ve bu değerlerde 
türev işaret değiştirmektedir. İ 

x0 içiny-0 olup (0,0) maksimum noktası ve x -2 
için y — *V— 4 olup (2, 'VY—4) minimum noktasıdır. 
y(2x—a)'P(x—aj? fonksiyonunun maksimum ve minimum 
değerlerini belirtiniz. i 


Fonksiyonun maksimum ve minimum değerleri, x in türevi 
işaret değiştirerek, sıfır veya sonsuz kılan değerlerine karşılık 
olacağından : 


y > (2x—a)*Xx— ayr 5 (x— a) (2x — aj!8 


3 
3 (2x—a)(x — ay 


olup x — z için y -0 ve x-—a için y->ow durumundadır. 


x— Di için hernekadar y->o olmakta ise de türev bu değerde 
işaret değiştirmemektedir. Türev (3x — 2a)(x — a) çarpımının işa- 
retinin aynı işarette olacağından ; 


X <x<a aralığında y <0 ve 


<5 ve x>a aralıklarında y'>0 dir. 


Bunlara göre fonksiyon, x — > için y 5 meksimum de- 


gerine ve x —a için y - 0 minimum değerine maliktir. 


H)-eİx fonksiyonunun maksimum ve minimum değerlerini 
bulunuz. 


Ho) i e olup x ipi için /(x)-0 dır. 
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olarak 1-5 de türev pozitif değerlerden negatif değerlere 


1 1 1: 
eçerek sıfır değerini alır. O halde x -—- için (7) —— 
geç ğerini alı ex 5 isin //5 Viz 
maksimum değerdir. 

9, R yarıçaplı bir kürenin dışına yerleştirilebilecek minimum hacim- 


daki dik koninin boyutlarını hesaplayınız. (Küre, koni tabanına 
ve yanal yüzeyine teğettir.) 


Koninin taban yarı çapı x 
ve yüksekliği y olsun. 


V 7 rx'y ve (şekil 43) den: 


Xx PED y Ni 
R  Yy—RİERİ V—ORy 7 
— ç Ry DE R?y? 
— ÜLEZ Rg ve x*— OR 
olarak ; / 
1 R?y? —— 
V > —- dir. 
3. "y—OR “ Şekil 43 


S V .. 
i V hacmını minimum kılacak y değerini bulmak üzere —— türe- 
“vini hesaplarsak : 


2 


di 2y(y — 2R)—y> Riy—4Ry 
dy 


— #R*2yiy — 2R)— e a 
— > 


(Y—2RY - 3 y—2RY 
bulunur. y—0 ve y—4R için y —0 olarak bunlardan y — 4R, 
'x <V2R değerleri V hacmını minimum kılarlar. 
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3 İ : 
0. >; e > / elipsinin içine çizilebilecek maksimum alandaki 
dikdörtgenin boyutlarını belirtiniz. 
Şekil 4'e göre dik dörtgenin alanı : 
Fsdıy. ve yz £ yaz 
olduğundan 


İN az 
e xNa—x 


dir. Bu alanı maksimum kt- 


ie 
lacak x değeri dx i sıfır kı- 


lacağından : 
dF 45 a—2r 


mm, “Tl Ta nemi La 
dx a Ya—ri 


0 


Şekil 44 
v2 > 5 
yazılarak x - a ve boyutlar olarak Vİ a ve V2 6 bulunur. 
ıl, Bir pencere, bir dikdörtgen ve bunun üzerine yerleştirilmiş bir 
ikizkenar üçgenden meydana gelmiştir. Üçgenin yüksekliği taba- 


rının 3/8 ine eşittir. Çevresi 9 m olan pencereden maksimum ışık 
geçebilmesi için boyutları nasıl seçmelidir? 


z 
Şekil 45'e göre: A Ex, x 4 20 229 ve iht 


8 
2.9 2 
a Ve 
Da 
8 
ğ 5 
i olup vr 2y-k ya 
9. 
5 t2y-9 
If, 9 > 
e İş mi Şekil 45 


dir. Maksimum ışık geçebilmeci için pencere alanının maksimum 
olması gerekir. - 
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13. 
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— i e 9x 1. Bur... 15 , 
F-atghe-5(0— 747 vg gre 
dF 9 15 12 
hh gö gerr0 dan x-5.-240m ve y-1,80m 


bulunur. y'— —E <0 olup sonuçlar maksimuma karşılıktır. 


300 m3 su alacak silindir şeklinde ağzı açık bir su deposu yap- 
tırıdacaktır. Bu deponun tabanında kullanılacak malzemenin met- 
re karesi yanal yüz için kullanılacak malzemenin iki katı fiat- 
ta olduğuna göre deponun en ucuza maledilebilmesi için boyutla- 
rı nasıl seçmelidir? 


Deponun taban yarıçapı r, yüksekliği 4 ve yanal yüz için 
kullanılacak malzemenin metre karesi a lira olsun. Bu takdirde: 


V— rh300 


tabanın maliyeti — 7r?2a 


yanal yüzün « — 2rrha 
deponun « As2rra4-2Irrhaveh- >> olarak 
A-2rxra-42xr. a2 r aş SE 


olup A yı minimum kılan r değeri: 


dA 600a 4rar5—600a 7150 
———Anra— — < -— 0 dan r > / 
dr r r? Tr 


bulunur, 2 ise: 


Bir otomobil fabrikası herbiri 900 dolardan ayda ancak 5000 
otomobil satabiliyor. Herbirinin fiatının 700 dolar daha ucuza 
satılması halinde ayda 7500 otomobil daha fazla satılabiliyor.' 
En büyük kazancı sağlıyacak otomobil fiatının ne olduğunu he- 
saplayınız. 


En büyük kazancı sağlıyacak otomobil fiatı x olsun. Ka- i 
zanç : 


14, 


15. 


16. 
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A- 0 .1500 5000) Xx — 18500x — 15x23 


olup A yı maksimum yapan x değeri: 


le — 18500—30x -0 dan x— 616 5 — Yiğlar 


olarak bulunur. 


E — Elektromotor kuvvet, r — iç direnç, R - dış direnç olduğuna 
göre bir volta pilinin gücü P- i Tr formülü ile verilmiştir. 
P yi maksimum yapan R değerini bulunuz. 
P yi maksimum yapan R değeri: 
daP | E(r--R2—2ER(r--R) Er R— —2R) 
dR (-RY ir ER) 
 E—R) 


TERİ >-0 dan R-r olarak bulunur. 


1 uzunluğunda bir telden bir daire diliminin bütün çevresi teşkil 
edilecektir. Yarı çapı nasıl seçmelidir ki bu dilimin alanı mak- 
simum olsun? m 


Şekil 46 da görüldüğü gibi; 


N 
2r--m-1 — 
m>-iI—2r ş 
olup dilimin alanı: : 
rr? 1 
F-75. (1—2r)— 5 r(—2r) ğ 
dir. Şekil 46 
Bu alanı maksimum kılacak r değeri: 
dF 1 DE 
> 1—2r-0 dan r- Zz olarak bulunur. 


Bir telefon kumpanyası, bir merkezde 7000 veya daha az sayıda 
abone olduğu zaman her alet başına 75 lira net kâr yapıldığını 


. görüyor. Eğer 7000 den fazla abone olursa, her alet başına ya- 
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pılan kâr, bu sayıdan fazla olan her abone için bir kuruş azalı- 
yor. Maksimum kârı hangi sayıda abonenin temin edeceğini he- 
saplayınız. 


Maksimum kârı 1000 den x kadar fazla abonenin temin et- 
tiğini düşünelim. Buna göre kâr: 
A — (1000 4- x)(15—0,01x) 
olacaktır. A yı maksimum kılan x değeri ise: 


dA 


Ra 15—0,01x —0,01(1000--x)-0 dan x - 250 


olarak bulunur. Buna göre maksimum kârı temin eden abone sa- 
yısı : 

1000 -- 250 - 1250 
dir. 


y>2a--sinİx--sin(2a—2x) fonksiyonunun maksimum değeri- 


ni bulunuz. G a< 2) 


y > 2cos2x — 2cos(2a —2i) 


olup 2cos2x — 2 cos(2a— 2x) -0 
cos 2x -— cos(2a— 2x) 
2x -2a—2x 
Pan 
2 


için y > 0 olur. 
y' > — âsin 2x — 4sin(2a — 2x) 


olarak x — > için y” - —38sina<0 dır. Buna göre fonksiyon 


v5 > için bir maksimum değere maliktir ve bu maksimum 


değer : 
y >2a--sina sina - Xa sina) 
dır. 


18. 
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— --—-—— fonksiyonunun değişimini inceleyiniz ve eğ- 
Ye ğiş y ğ 


risini ÇİZİNİZ, 
Fonksiyon paydayı sıfır kılan x-—3 ve x-—1 değerle- 
rinden başka x in her değeri için tanımlıdır. 


y m olup x-— 1 için y -0 dır. 


x>Fce halinde y—2 olup y — 2 doğrusu yatay asimptod 
ve x—>—3, x—31 hallerinde de y>ce olup x -—3, x—1 doğ- 
ruları düşey asimptoddur. 


Değişim tablosu : 


xe * —3 Si 1 pe 
1 
A e e a 
2 
min 


olup eğri şekil 47 de gösterildiği gibidir. 


Şekil 47 


3 
Tabanı Ox ekseni üzerinde ve iki köşesi denklemi y - sa i 
(a>0) olan eğri üzerinde bulunan en büyük dik dörtgenin ala- 
nını hesaplayınız. 
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8a? i j 
YE fonksiyonu (— ce, --co) aralığında tanımlıdır. 


, — 16a9x 
y e Taa) olup x - 0 için y'—Odır. 


x->Fe halinde y—0 olarak y - 0 doğrusu yatay asimptoddur. 
Değişim tablosu : 


x İ—“ 0 ge 
y | * 0 — 

O 7 2 N 0 
y maks. 


olarak eğrisi şekil 48 de gösterilmiştir. 


Şekil 48 


Aranan en büyük alan: F—2X2xy ve 
dF dy — 16aX4a0'—x) 
EY Eleni 


olup Si sıfır kılan değerler x - # 2a dır. Bunlardan x—2a 


F alanını maksimum kılar. Bu maksimum değer: 


8a 


xa için y- Za üz” olacağından 


F 2xy-2.2a.a - 42? 
dir, 


20, y- 42) 


—ir3p fonksiyonunun değişimini inceleyiniz ve eğrisini 


çiziniz, 


Türevin Çeşitli Uygulamaları o 133 


Fonksiyon, paydasını sıfır kılan x— —3 değerinden başka, 
x in her değeri için tanımlıdır. 


.. 2412) MM e 
y>- T3) olup x-—3 için y'-0 dır. 
x—> Fe halinde y—1 olup y—i doğrusu yatay asimptod 
ve x——3 halindede y-—>ee olup x——3 doğrusu düşey 
asimptoddur. 


Değişim tablosu: 


© Şekil 49 


21. yx— - fonksiyonunun değişimini inceleyiniz ve eğrisini çizi- 
niZ. 
Fonksiyon, x-0 dan başka x in her değeri için tanımlıdır. 


yl > olarak daima pozitifdir. 


x-> Fc halinde y>Fcec ve x—0 halinde y—e olup y>x 
doğrusu eğik asimptoddur. 
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Değişim tablosu: 


x|—c 0 eo 
Yy * | $ 
y a 


olup eğrisi şekil 50 de göste- 
rilmiştir, 


1—-x 
— .E k i 
ys Fx V! eğ fonksiyonunun SL 36 


eğrisini çiziniz. 


Eğri Ox eksenine göre simetrik olup yarısını elde etmek 


üzere y—x V. ve fonksiyonunu 
inceleyelim : 


Fonksiyon —i<x<--İ ara- 
lığında tanımlıdır. 


ys ek olup 
4— 1--x 
1—x 
- e için y'-0 dır. 
Bunlardan ği e bizim inceleme 
aralığımıza dahil değildir. , Şekil 51 


x. halinde y—>ee olup x - 1 doğrusu düşey asimptoddur. 
Değişim tablosu : 


1—y5 
was 2 g1 
yle — 0 P 
0. 7 V10y5—2 A ke 
min, 


olup eğrisi çizilir ve Ox e göre simetriği alınırsa Şekil 51 deki 
eğri elde edilir, 
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/ 


23. y- iz fonksiyonunun eğrisini çiziniz. 


Fonksiyon —1<x<i1 aralığında tanımlıdır. 
y mi 2 olup daima pozitifdir. 
(1—x) amini 
t 1—x 


x—1 halinde y->e olup x - 1 doğrusu düşey asimptoddur. 
Değişim tablosu : 


X vE ie 1 
5 DM NN 


| 
1 
| 
ı 
olup eğri şekil 52 de gösteril- | 
miştir. | 
i 
24. y-FVe— xl fonksiyonunun 
eğrisini çiziniz. 


Eğri Ox eksenine göre Şekil 52 
simetrik olup yarısını elde et- 


mek üzere y - Vx9—x' fonksiyonunu inceliyelim. 
3 


xX—x9>0 olması gerektiğinden fonksiyonun tanımlı ola- 
bilmesi için x ancak O<x<1 aralığında değerler alabilecektir. 
302—4x o Vx(3—4x) 


ys sm mmm- Olup x-0 ve x— i için 


We  OyYİ—x 


—0 dır. 
Değişim tablosu: 
li 3 
in YU 1 
yo 0 — 
do a 33 il 
0 Kia Be 0 
| / TE )* 
maks. Şekil 53 


olup bu tabloya karşılık olan eğri çizilir ve Ox eksenine göre 
simetriği alınırsa Şekil 53 deki eğri elde edilir, 
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25. 


26. 
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a*y--bx9*--a'b)x? eğrisini çiziniz. 
yi — Zat — g3) ve y-—7 5 xyYat — »? 
olup eğri Ox eksenine göre simetriktir. Eğrinin yarısını elde et- 
mek üzere y — 5 xNa—x? fonksiyonunu inceleyelim. 


2—x>0 olması gerektiğinden fonksiyon x in ancak, 
—asxs<-ja aralığında tanımlı olacaktır. 


| b 2 e a 
ya Yazi olup v7“ için y -0 dır. 


Değişim tablosu: 


oi 2 

İŞ O o EE 
b b 

Yy) 0 DD“ —7 / DE b va 
min. maks. 


olup bu tabloya karşılık olan eğri çizilir ve Ox eksenine göre 
simetriği alınırsa şekil 54 deki eğri elde edilir. 


Şekil 54 


y—cos2x—2cosx eğrisini çiziniz. 


Fonksiyon 2n peryodludur. Diğer taraftan ((7—x) — /(n--x) 
olduğundan x -x doğrusu simetri eksenidir. Buna göre ince- 
leme (0, n) aralığında yapılır ve bu aralığa ait eğri çizildikten 
sonra x - x doğrusuna göre simetriği alınır. 


Yy CcOS2x—2c0sx - 2c0s?x—2cosx—1 
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1 - v3 


olup cosx — gz  s— 0,366, x—111930' için y-0 dır. 


y-—dcosxrsinx--2sinx —2Zsinx(1—2cosx) 


olup x 0, x—7 ve x— > değerleri için y —Odır. Buna göre 


O<x< 5 için y'<0 ve ç için y>0 dır. 


Değişim tablosu : 


r 

x 0 3 
a 
kek -3 # 3 
maks. il . maks. 


olup eğri şekil 55 de gösterilmiştir, 


Şekil 55 
3—2sinx 
27. el Ge ; ba. iel eş 
er fonksiyonunun değişimini inebleyiniz ve eğrisini 
çiziniz. 


Fonksiyon 2r peryodlu olup incelemeyi (0, 2x) aralığında 
yapalım. 


, — 8cosx rr . nz 
y “arsin olup ke VE XX g için y —0Odır. 
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pa ve x—> e halinde y—>e- olduğundan x- 
ve x- LZ doğruları düşey asimptoddur. 


6 


Değişim tablosu: 


Şekil 56 


28, y-2sinx-- cos 2x eğrisini çiziniz. 
Fonksiyon 2x peryodlu olup incelemeyi (0, 2r) aralığında 
yapalım. . 
ysd2sinx--cos2x-1-42Zsinx—2Zsinx 
ve 
.y2cosx—dsinxcosx-2cosr(1—2sinx) 
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KR 3r T Sr kr ii. 
olup x— go Xi Zi X-Z değerleri için y --0 
dır. 

Değişim tablosu : 
r r 5 '3r 
wi” » 2 .e 5» 
y * O— 0 4: 0 —- 0 
3 3 
ylı A NI / 5 Na -3 4 1 
maks min maks min 
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29. ys cosixsin2x eğrisini çiziniz. 


Fonksiyon x peryodlu olup incelemeyi (0, x) aralığında yap- 
mak kâfidir. 


y — 2cos'x(cos?x — 3sin?x) 


olup ee x—> ve a 


YE : 6 6 için y -O dır. 
Değişim tablosu : 
ka DE 
x İ0 6 6 
y . * o — O b 
y o # 3v3  3V3 / 0 
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dir. x— F için y --0, y”—0 olup (5 o) noktası büküm nok- 


tasıdır. Eğri şekil 58 de gösterilmiştir. 


Şekil 58 
7 an 
30. GE eğrisini çiziniz. 

Fonksiyon x peryodlu olup incelemeyi (0, x) aralığında 
yapmak kâfidir. Fonksiyon tgx -——il yani x— z için tanımlı 
li Eee 3r - . 
değildir. x 7 için y>e olarak x -- yi doğrusu düşey asimp- 

toddur. 
1 s0 vex-riçintgx—0O olarak y:-. 1 dir. 
1 1 
© ööşizE* t— geçer 1) 2. 
(tgx s1) © cosix(igx m1) 
olup daima pozitifdir. 
Değişim tablosu: 
x0 > r 
yi  * | *$ 
yi e | A <1 X 
—1 GG 
olup eğrisi şekil 59 de göste- 
rilmiştir. 


Şekil 59 


31. 
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ylgix*-igx—i eğrisini çiziniz. 
Fonksiyon x peryodlu olup incelemeyi (0, 7) aralığında 


yapmak kâfidir. Fonksiyon x -5 için tanımlı değildir. 5 


halinde y—>< olup x— 2 doğrusu düşey asimptoddur. 


x-0 ve x—r için tgx-0 ve y-——i dir. 


e o 2tgx$1 

y -2ig Xosiz * öosiz © cosix 
olup 2tgx--120 veya içx>—5 için y >0O dır. Bu- 
na göre igx——5,x-0 (O<a<nr) içiny'—0Odır. 


tig x>— > -tga olması için: 


0<x< > ve a KIST olmalıdır. 


2 
Değişim tablosu : 
xl0 7 a Tr 
Zİ 
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32. y-—cos(3 Aresin x) fonksiyonunun değişimini inceleyiniz ve 
eğrisini çiziniz. 
Arcsin x -f yapılırsa x —sin? olarak : 
y—cos3t—cos((4co0s?£—3) 
yazılabilir. Diğer taraftan : 


cosi— vi —sini—-yı— x 


olarak 
y-(1—d4)Yİ— 
elde edilir. i 
Fonksiyon, x in (—1, 4-1) aralığındaki değerleri için tanım- 
lıdır. Ayrıca çift fonksiyon olup incelemeyi (0, 4-1) aralığında 
yapmak kâfidir. Bu incelemeye ait eğri çizilir ve Oy eksenine 
göre simetriği alınırsa eğrinin tamamı çizilmiş olur. 


x-0, xl ve -5 için y—Odır. 


... 3x4 —3) 
VI—r 


Değişim tablosu : 


olup x 0 ve x Vİ için yor, 


ği x 0 v i 

yl) 0 — 0 -- «© 

y 1 NN —İ / 0 
maks, min. 


olup eğri Şekil 61 de gösterilmiştir. 


Şekil 61 
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33. y> AÂrccos EE eğrisini çiziniz. 
1—x 2” 2 
rel ape ol tağu 


yazılarak buradan, x ne olursa olsun —1-< 1 <l olduğu 
görülür. i 
Buna göre y fonksiyonu x in her değeri için tanımlıdır. 
HK x) — f(x) olup fonksiyon çift fonksiyondur ve oy ekseni si- 
metri eksenidir. O halde incelemeyi (0, --co) aralığında yapmak 
kâfidir. x, Odan --c a kadar değiştiği zaman: 
ix 1 
1x 1--x 
ifadesi --1den — le kadar azalmaktadır. Bu sebepten fonksi- 
yon artan fonksiyondur. 
x->ce halinde y->xr olup y - rx doğrusu asimptoddur. 
el Kia 
GE NA 
Değişim tablosu: 


2 , dele 
y “ir olup daima pozitifdir. 


x)0 e 


yl0 / 'T 


Şekil 62 


olup eğri Şekil 62 de gösterilmiştir. 


/ e 
34, y — Ârcig — eğrisini çiziniz. ; 


Fonksiyon x in sıfırdan başka bütün değerleri için tanımlıdır. . 


td M.E EŞ 1 
> IF 


olup daima negatiftir. 


2 
dir. x—>Oiçiny -——1 dir. 


x—>0- halinde y>-—> ve x—0* halinde ise Y>k5 


144 


35. 
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Değişim tablosu : 


l 
x|—ee 0 Fc 


, 


li 
YİN. 


7 


y-e eğrisini çiziniz. 

Fonksiyon (.—es, 0) ve (0, --<) aralıklarında tanımlıdır. x 
negatif değerlerden itibaren sıfıra yaklaşırsa y-—0 ve x pozitif 
değerlerden itibaren sıfıra yaklaşırsa y—--ce olmaktadır. x—>co 
halinde ise y>1 olarak y - 1 doğrusu asimptoddur. 

1 


y —— x e” olup daima negatifdir. O halde fonksiyon 
daima azalan fonksiyondur. x-0— halinde y'—0 dır. 


Değişim tablosu: 


XxX — e 0 --e 


RE 


olup eğri şekil 64 de gösteril- 
miştir. Şekil 64 
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36. yke” eğrisini çiziniz. 
Fonksiyon x in bütün değerleri için tanımlıdır. x— F © 
halinde y— 0 olmaktadır. 
y-—Ikxe olup x<0 için y>0 vex>Oiçiny'<Odir. 
Değişim tablosu: 


x |—e 0 -e 


e 


y 
e e 
Vlog / SN 0 
maks. 
olup eğri şekil 65 de gösterilmiştir. Şekil 65 


37. yz xe eğrisini çiziniz. 
Fonksiyon, x in bütün değerleri için tanımlıdır. x->—co 


halinde y—>0 ve x— --© halinde ise y— --<o dır. Buna göre 
y - 0 doğrusu asimptoddur. 


y -(-1Y)e olup x-—iiçiny-0Odır. 

y'-(x-*-2)e olup x - —2 için y” işaret değiştirerek sıfır 
olmaktadır. Buna göre (- 2, — -) noktası büküm noktasıdır, 

Değişim tablosu: 


x||—e —i tw 
y yan Op 
a 


olup eğri şekil 66 de 
gösterilmiştir. 


38. y-> — e eğrisini çiziniz, 


Ie 
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39. 


Yüksek Matematik Problemleri, 


Fonksiyon (——- ©, 0) ve (0, --©) aralıklarında tanımlıdır. 
x pozitif değerlerden itibaren sıfıra yaklaşırsa y—0 ve x negatif 
değerlerden itibaren sıfıra yaklaşırsa y—10 olur. Buna göre fonk- 
siyon x — 0 da süreksizdir. 


x—>© halinde y—5 olup y — 5 doğrusu asimptoddur. 
1 
” 10e”* , leşi 
Ye olup daima pozitifdir. Bu sebepten de fonk- 
.2(11-e*) 

siyon daima artan fonksiyondur. 

Değişim tablosu: 
xl—e 0 © 


i A 10 Z 5 
5 0 

olup eğri Şekil 67 de 

gösterilmiştir. 


Şekil 67 


y > x* eğrisini çiziniz. (x>0) 


y— e“l98 * (log x-4-1) olup log x-—1, x—e-1 — 1 —0,368 
için türev işaret değiştirerek sıfır değerini almaktadır. 
x—>--© halinde y>--© ve x—0 için y—i olmaktadır. 


Değişim tablosu : 


y 
xJ0 İ/e © 1 
y beee 0 <h ! 
ği İ Vie Fo 
| N / O| We x 
Min 
Şekil 68 


olup eğri Şekil 68 de gösterilmiştir. 
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y>x* eğrisini çiziniz. 


Fonksiyon x in bütün pozitif değerleri için süreklidir. 
y—x* O((—logx) olup i—logx in işaretindedir. 
1—logx-0, logx-il yani x -e için y-0Odır. 


x—>-© için y—>idir. 


Değişim tablosu: 


di pi 

lo? vg 
Maks. 

olup eğri Şekil 69 da 

gösterilmiştir, 


Şekil 69 


y>xlogx eğrisini çiziniz. 
Fonksiyon x in bütün pozitif değerleri için tanımlıdır. 


x— 0 için y—>0 ve x-—--© için y—>- ©“ dır. 


ylogx--1 oluplogx-—İi, x- — için y'—0 dır. 


Değişim tablosu: 
x| 0 za --© 


€ 


yi—e — O 


ii 
e a e 


Min. 


olup eğri Şekil 70 de gös- Şekil 70 
terilmiştir. 
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42. yz—x—logx eğrisini çiziniz. 
Fonksiyon x in bütün pozitif değerleri için tanımlıdır. 
p 1 x—1 


olup x—1 için y —0Odır. 


x->0 halinde y—--© ve 
x->--© halinde de y—--c dır. 


Değişim tablosu: 


TT 


Min. 


olup eğri Şekil 71 de gösteril- 
miştir. Şekil 71 


43. y-x-4-log(x2—1) eğrisini çiziniz, 
Fonksiyon -x?—1>0 yani x<—i1 ve x>1 değer- 


leri için tanımlıdır. x—> #1 için y>—© olup x-—1 ve 
x>--1 doğruları asimptoddur. 
2194 > 
y a olup x—-—1—vV2 için y -0 dır. 


x>—© için y>—© ve x—>-4© için y—--odır. 


Değişim tablosu: 


xİ-e —1—y2 —1 


y e 9 > 


A e 


Maks. 


a 


olup eğri Şekil 72de gösterilmiştir. 


44, 
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Şekil 72 


o lopx—a—/ 
— x 


eğrisini çiziniz. 


Fonksiyon x in bütün pozitif değerleri için tanımlıdır. 


y 


olup z-2—x'—logxin işaretindedir, z'—— 


2 ö—l0gx 


2 
EL olarak 


negatifdir. Buna göre z fonksiyonu daima azalandır. x —1 için 
—ivex-2 içinz——2—log2<0olupz2,1ile2 arasın- 


da a gibi bir kök kabul eder. 
Değişim tablosu: 


xl) 0 a Tw 

y Kk 

A e 7 e 

e a 
Maks, 


olup eğri Şekil 73 de gösteril- 
miştir. 


Şekil 73 
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45, 


46. 


47. 


48. 


49, 


50. 


sı. 


52. 


53. 
54, 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 
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x3 4 4y3 — xy2 — 2 eğrisinin (2, —1) noktasındaki teğetinin denklemini bulunuz. 
Cevap: 11x-4-16y-—6 
x1'3--y1/5 — 3y2 — O eğrisinin (8, 1) noktasındaki teğetinin denklemini bulunuz. 
Cevap : 348 y—5x--308 : 
an--yn—2 eğrisinin (1,1) noktasındaki teğetinin denklemini bulunuz. 
ii :ı xy 22 

ek Vi —1 elipsinin herhangibir (x0 , yo) noktasındaki teğetinin denkle- 


vi 2 a —1İ olduğunu gösteriniz. 


minin 


Pi ae eğrisinin herhangibir (x0 , yo) noktasındaki teğetinin denk- 


—1y3 —13 2/3 


leminin x0 x-kyo ya" olduğunu gösteriniz. 


9x2 4y? — 36 elipsinin (x—1, y>> 0) noktasındaki teğet altı ve normal al- 
tı uzunluğunu hesaplayınız. 


Cevap ; Normal altı uz. > Z , teğet altı uz. —3 


xy a? eğrisinin herhangibir noktasındaki teğetinin koordinat eksenleriyle 
teşkil ettiği üçgenin alanının sabit ve 2a2 ye eşit olduğunu ispatlayınız. 


3x2 - 5y2 — 32 elipsinin, apsisi ordinatına eşit olduğu noktasındaki teğet ve 
normalinin denklemlerini bulunuz. 


Cevap : 3x--5y 160 ve 5x—y4&4—0 


Bir hiperbolün teğetinin asimptodlar arasında kalan parçasının değme nok- 
tası tarafından iki eşit parçaya bölündüğünü gösteriniz. 


a, b vecyi o suretle belirtiniz ki y—ax2-- 5x--c parabolu (—3, 12) nok- 
tasından geçsin ve 3x 4--y-- 1-0 doğrusuna (—1, 2) noktasında teğet olsun. 


4x2 4 9y? — 72 eğrisi için, değme noktası, koordinat eksenleri arasında kalan 
teğetin orta noktası olacak şekilde, her teğetin bu değme noktasının koordi- 
natlarını belirtiniz. 


log(&2--y7) 2 Aretg Z eğrisi ile y&mx doğrusunun teşkil ettiği açının sa- 


T 
bit ve z e eşit olduğunu gösteriniz. 


xXy—d ve yz a eğrilerinin kesişme açılarını bulunuz. ' 
1 

Cevap: Aretg 5 

x2-4-y7 —12x-4-16 0 ve y)— 


Cevap: 0 


1 i i 
yz yem eğrisinin büküm noktalarını bulunuz. 


Zz; x eğrilerinin kesişme açılarını bulunuz. 


60. 


61, 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


68. 


69. 


70. 
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a?y? — x2 4 x2y2 eğrisinin büküm noktalarını bulunuz. 
Cevap: (0, 0) 


yle-i)Aretgx eğrisinin büküm noktalarını bulunuz. 
Cevap: ( z) 


2 
ye” eğrisinin büküm moktasını bulunuz. 
Cevap : MO e 7) 

v2. Ve 
e eğrisinin büküm noktasını bulunuz. 


Cevâp : (5 i ) 
e? 


yz x1—12x2--2 eğrisinin konkavlığını inceleyiniz. 


Cevap: x<—V2 ve x>V3 için yukarıya, —W2 << için aşağıya 
doğru konkav 


sin 0 —cos0 fonksiyonunun maksimum değerinin Vİ olduğunu gösteriniz. 


y-x— sin x fonksiyonunun maksimum ve minimum değerlerini bulunuz. 


(Cevap: x— 2x4 5 "için 27 t3 — V3 min. değer 


x2kn — 7 için 2i£n— z -- V3 maks. değer 


yx—sin2x fonksiyonunun maksimum ve minimum değerlerini bulunuz. 


Cevap: xkn-- 5 için &T7 *Z — 3 min. değer; 
xzkn— z için £n— E * V3 maks. değer. 


ye İYx—l fonksiyonunun -> için 


Mi 77 maksimum değerine ma. 


lik olduğunu gösteriniz. 


Bir doğru boyunca akan bir nehrin gerisinde, nehirden birisi 10, diğeri 15 
km uzaklıkta iki A ve B şehirleri bulunmaktadır. Bu iki şehire su vermek 
üzere nehir kıyısına bir depo yapılacaktır. AB mesafesinin, nehir kenarına iz- 


>düşümü 20 km olduğuna göre boru uzunluğunun minimum olması ig depoyu 


nehir kıyısının hangi noktasında yapmalıdır? 
Cevap: A'ya en yakın kıyı noktasına 8 km uzaklıkta, 


Ox ekseni üzerinde, (1,2) ve (4, 3) noktalarına uzaklıkları Moplar minimum 
olan noktayı bulunuz. 


i Cevap : (25 , 0) 


5 


152 Yüksek Matematik Problemleri 


71. Bir üçgenin 'bir kenarı $.m ve bu kenarın karşısındaki açısı 40* dir. Üçgenin 
alanının maksimum olabilmesi için diğer açılar ne olmalıdır? 


Cevap: 70 


Aşağıda denklemleri verilmiş eğrileri çiziniz, | 
13, Cumali 


yz ir s9. 4g 

73. y ci 40.  yizriii 

74. yz yiz 91, yisxi-r 

78. y)yi-i A, 

76.  ylıtrYe—7 93. yz vE 

7. yakar 94. ye) 

18. y(0x—a)'Mx—ay © o şçs, çet 
Ix—3) 

dl ni KM 

m vevSa o. yn iğ 

e AE o 8. yg > 

82. ye” 9. y re 

88. ye zletiklir—yi 100, ye İD 

BA, y zl o Mv 

85. yzx 102, y gizil 

86. y- 4x3 103. — vi 

87. yar! in 


yzsin2xİc0s2x 


88. y2a—x)—x3 105, ysinx-İ-sin2x 


107. 
108. 


109. 


110. 


111, 
112. 
113, 
114, 
115 

116, 


417. 


tn x 


Y İfigir 
.. sin3x 
YÜ İsinx 
İŞ 
YA 2x 
— 1 
ycoxi sin x 


: ; (5 
yasinxsin e) 


ytgxtg (5 —e) 


lı 

Yox 
1 

MMEDT 

 —deosx 
VU Zi cosx 

.. Sin 2x 
YT sin» 

..  sinxcosx 
YU osx if 2sinx 


2 
SY ğainiz 
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118. 


119, 
120. 
121. 


122. 


123. 
124. 
125. 
126. 
127. 


128. 
129. 


1 
ydı)” 
Sl. 
I—x 
yze 
NE 2 
1-->x 
gze 
1 
x 
ye 
EM 
yay 
1 
xfl 73 
xI 
logx 
ye x 
1. 
J log x 
e x—İ 
yle ız 
y- log x 
1*-x— log x 
— log x 
yi 1*xl0gx 
y—logsinx 
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6. PARAMETRİK 


DENKLEMLER 
2sint cos t , , 
lodi VT Dm parametrik denklemlerinden 
dy gd 


ve Tiz türevlerini hesaplayınız. 


dx 


dx 22 --cos £) dy — sin 4 


dd ükdcesi © & © ür2cosij 


olarak: 


dy 
dy dt o Oo —Sinf 
de dx  A3İcos1) 
dt 


bulunur. İkinci mertebe türev ise: 


duy —(4c0s14-2) * 
diy dy' di 4(2--c0s£” (1-2 cos?) 


de “dx © de  3Öc0s) © dicosi” 


di (1-2c0s?) 
dir. 
x-e'sintveysecost olduğuna göre <2 ve iy türevle- 
4 de de 


rini hesaplayınız. 


dy 


Me ? al Eİ a 
di emer cost ve ge “8 cost—e sin? 
olup 
dy ocost— sin? 
dx o cost--sinf 
dir. 
dy' 2 diy —2 , 
——-— olup Me Me ayi dir. 


de o (cost--sin?” e(cos?t -- sin 4)3 
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Parametrik denlemleri x -£, y— 4t—t olan eğriyi çiziniz. 


£-O0içinx-—0,y-0ve1/—F2içinx-4, y-0Odır. 


dx. dy.. z 
72 e —3 
olup #0 için © 0 ve il için SV 0d 
dt di 


->—c halinde x—--co, y—--x ve /—>--x halinde ise 
x—>İ-xw y>—e dır. 


Değişim tablosu: 


9 / z 

e 0 g 2 e 

x e | —0o* | 4. 

#0 — 0 | $ o se YE 

İto Ny 4 Yy ŞNOZ 5 /4/ 1 

NR 
Min. Maks. 


16Vİ/9 >. Nk... 


Şekil 74 


Parametrik denklemleri x -2—2, y—©— 726 olan eğriyi 
çiziniz, 


£nin bütün değerleri için x, y fonksiyonları tanımlı ve sürck- 
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lidir. #0 ve 4-2 değerleriiçin x--0 ve £—0've1-x2V3 
değerleri için y -— 0 dır. 


z dx 


— Xe— Y, Za 4) olup 4-1 için . 7“ 


eğ 
i- £2 için a -0 dır. 


—>—co halinde x—--oo, y>—c ve /—--w .halinde ise 
x>--w y>-w dır. 


Değişim tablosu : 


t İ—e —W3 —2.0 1 2 23 e 
e e 
yi Si b | — 0 LE N 


x | N1242V12 18 1X0 N—1 7 0 7 12—2/12 4 o 


y|-eo/ 0 7116 N0N—111—16/ 0 / -w 
Maks. . Min. 


olup eğri şekil 75 de gösterilmiştir. (8, 16) noktası eğrinin iki 
katlı noktasıdır. 
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Parametrik denklemleri x — ig isin, y- —— olan eğriyi çi- 


4 
ziniz. 

Fonksiyonlar 2x peryodlu olup incelemeyi (0, 2x) aralığında 
yapmak kâfidir. Fonksiyonlarda 4 yerine —: konulduğu zaman 


x, —x. değerini alır; y ise değişmez. Buna göre Oy ekseni si- 
metri ekseni olup incelemeyi (0, x) aralığında yapmalı ve buna 
karşılık bulunacak eğrinin Oy eksenine göre simetriğini almak 
suretile eğrinin tamamını elde etmelidir, 


de 14 cost y dy sin # 
di COS? £. dt cos? 4 


e A ee 
olup £—x için — -0 ş 4-ÖÜvei-r için 7 0 dır. 


> 5 halinde x—© ve y>© dır. Buna göre asimptodik 
doğrultuyu belirtmek üzere Sı teşkil edelim. 
m mii m 
sin £ (1--cos) 2 
asimptodik doğrultu-m-i dir. Diğer taraftan: 


1—sin#—sin?#cosf 
cos f 


7 olup 4-5 halinde ”-—1 ve 
x x. 


y—mx> 


olup 4—> 5 halinde y— mx—>—1 olarak asimptodun denk- 
lemiysx—iIdir 


Değişim tablosu : 


T 
# 0 | Di Tr 
xi 2 * 0 
wlo * o 
ele AT*kez o 
y. 1 /# e e/ —i 
min maks Şekil 76 


olup eğri şekil 76 da gösterilmiştir. 


158 
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Parametrik denklemleri x - a(0— sin0), yaf I — cos 0) olan 
sikloid eğrisini çiziniz, 


ynin peryodu 2r olup incelemeyi (0, 2r) aralığında yapmak 
kâfidir. 


ii a(1 — cos0) , ln a sin 0 olarak 0-0 ve 0 — 2n için 
dx Na dy 
dü 9 ve 0—0,0-7r, 0-—2r için 0 dır. 
dy 0 > 4 ğü N 
el cotg Di olup 0-0 ve 0-)2r için Ji. 79: 


0—r için vu 0 dır. 


Değişim tablosu : 


8 (10 T 2n 
wİ|0 e, 0 
ye | 0 * 0 — 0 
x 10 A Ta / Ira 
y 10 # 2a N 0 
maks 
y 
o 2no X 
Şekil 77 


olup eğri şekil 77'de gösterilmiştir. Bu eğri a yarı çaplı bir dai- 
renin Öx ekseni üzerinde, kaymadan yuvarlanması halinde çem- 
beri üzerindeki bir noktasının çizdiği eğridir. 0 ya (0, 2x) aralı- 
gının dışında değerler verilirse ayni kemerler tekrar tekrar çizi- 
lir. (Sikloid eğrisi) 


2 
Parametrik denklemleri x — a7 » YŞ : 5 olan eğriyi çiziniz. 


x fonksiyonu # nin E 1 ve y fonksiyonu £nin 1 değerlerin- 
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den başka diğer değerleri için tanımlı ve süreklidir. 4-1 ve 
——iliçinx—© vet-iliçiny—© ve/—© için y—9, 
x— 0 olmaktadır. 


dx 2-1 dy oO2—2 dy o t(—2)(41) 


dı (E—iğ di G—IY ? de — E31 
olup #—1 için x>© ve y>w dır. 


Lim Z —Lim?#(4--1)-2—mn (asimptodik doğrultu) ve 
1 1-»1 ; 


30-2 3 
7 gi 


Lim (Yy — mx) — Lim 
i-1 —>1 


olarak y—2x-- > doğrusu 


asimptoddur. 
Eğrinin iki katlı noktası: 
Pa 2 
Wii g—1 den tı İ,— 1 ve 
1? iş 


i—-i — L—İ den hb -—I 


ve bu ikisinden 4, Ve N 


e VE elde edilir ki 

buradanda x-—i1, y-——1l 
bulunur. Bunlara göre (—1,—1) 
noktası eğrinin iki katlı nok- 


tasıdır. 


Değişim tablosu: 


it |—e —1 0 1 2 e 
NE 
ww) $$ 0 —l — 0 4 
İS İP9yo > 0 
—e — 
Y | -5 Z Mn e 4 dü 
Maks. Min, 


olup eğri şekil 78 de gösterilmiştir. 
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8, o Parametrik denklemleri x — İş > Yy” EET olan eğ- 
riyi çiziniz. 

x fonksiyonu #nin —1 ve y fonksiyonu #nin —i ve 2 de- 
ğerlerinden başka diğer değerleri için tanımlı ve süreklidir. #-—1 
için x—©, y>o; t-Ziçin x-4/3, y>w; 1-0 için x-0, 
y-—i/2 olmaktadır; 


dx 4(6-2) dy 1—24 


Eyi © de ye Ol ge 2 
iç, TE ku. 
ıçın Ti “0 ve 1-7 için 1-0 dır. 


—>w halinde y-—0 olarak Ox ekseni yatay asimptoddur. 
x->4/3 halinde ise y— olarak x — 4/3 doğrusu düşey asimp- 
toddur. —>—i için x—>w, y>© dır, 


ü Zazı 
ad x 3 


(asimptodik doğrultu) ve 
N 1 7 
Lim (a 433) ig 


olarak ya—İa—Ş 
doğrusu asimptoddur. 
Değişim tablosu : Şekil 79 
i —a —2 —1 0 > 2 e 
Xi TE i- o — ez 0 EE | ii —- 
yi e | e he 0 — 
xe 2-4 N—el'İN 07 54 $ A te 
e — 4 4 Fe 
dm e e 
maks. 


olup eğri şekil 79'da gösterilmiştir. (4-1, —1) noktası eğrinin 
iki katlı noktasıdır. 
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8 BE olan eğriyi çiziniz. * 
LE a 


Parametrik denklemleri x — 


x fonksiyonu inin 1 ve y fonksiyonu inin 1 değerlerin- 
den başka diğer değerleri için tanımlı ve süreklidir. 4—1 için 


x->c ve y—eodır. £-— Iİ için x-—5, y>w©o; £—0 için 


x-0, y-0 olmaktadır. 


dx 4i—2) dy —(81) 
&71—IP' dd © (ö—ip 


için 0 ve daima negatiftir. 


olup 4-0, 4-2 değerleri 


:->-—w halinde y—0 olarak Ox ekseni yatay asimptoddur. 
#-——i1 halinde ise y->o olarak x— —-> doğrusu düşey asimp- 


toddur. 4—1 halinde ise xw, y© dır. 


(asimptodik doğrultu) ve 


1 3 
Lim/y— 7) -—— 
1—1 | 2 4 
i 1 3 
olarak Y-ZX— 
doğrusu asimptoddur. 


Değişim tablosu : 


£ | —e —1 

a 

ye | O SE 

İ-e 7-5 4 ON İN A Ae 
9) o 2 

so “Pro aza 0 


olup eğri şekil 80 de gösterilmiştir. (—1, —1) noktası eğrinin 
iki katlı noktasıdır. 


(0 
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d? 


d 
Aşağıdaki denklem çiftlerinden — ve 12 türevlerini hesaplayınız. 


10. 


x—acos9 


y 
Cevap: ——- ——cotgü 
yzasinö peak ” 
3 
e e ir Gy vir 
0 3 WAP: de ys 
m 
12, x za cosld 2 
Cevap * Mi tg0, di e sec10 cosec 0 
yasin3Ö da? 3a 
13, xZa(2 cos 0 — cos 20) ç dy cos 0 — cos 20 
İZ N > SP“ de © sin 28 —sin6 
yal? sin 9 — sin 20) 
14, x—ab—bsin0 c dy b sin 6 
yza—bcosf WP” de “a—beosd 
15. x-3e ” d 2 
i Cevap : Si e” 
yale 
16, xzt12 pi 
Gap: 2-045, o 2 
yat-st x & 
17. x— cos? c dy , I diy 0 
y—sin2t e e değ 
18, x—afcos0--0 sin 0) â dy > diy — sec3f 
.Cevap: -—— , ——— — 
y— afsin0 — 0 cos 0) im de? ab 
19, x— cost a 3 
z Yy ,  Pcost 
yasin? eya; dx3 sin3t 
20. o xetint Cevap , TY — cost Esini 
yztesin! #AP: dek eosöfesint 
21. x — Aresin £ Gia gy 1(6—3) 
y—Arctgt da ke 


Aşağıda parametrik denklemleri verilmiş olan eğrileri çiziniz. 


AR, 


zi2, y-logt 


23. 


24. 


25. 


26. 


21. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34, 
35. 


36. 


37. 


Parâmeirik Denklemler 
. Sat . 3at) 
*“ipe» Vişes 


x-—asindi, yzasin3t 
x—sint, ycos2i 
xzacost, yzasin3i 


xzacos0, y—bsin& 


i sin t 
e Yk YK )icosi 
MİK km bat il 


v0 Yazi 


x:0(3—20), y-<08(3—20) 


x24—— 08, y-5(—a) 


2 


xzlatge, y-—lacoslp 


e 


EE 1—2 
e ri 


x—1((—1), y—logt 


xe , ylogt 
2 p 

Xe» 1TIZA 

— z , yzsint? 
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7. KUTUPSAL DENKLEMLERDE 
EĞRİ ÇİZİMİ 


Kutupsal denklemi r — a(7— 2c0s0) olan eğriyi çiziniz. 


/— 9) — (8) olup kutupsal eksen simetri eksenidir. Buna 
göre incelemeyi (0, x) aralığında yapmak kâfidir. 


r—2Jasind olup 0-0 ve6-xiçinr'-0Odır. 


Tr 


cosf — za 0— a için r—0 olup0— 3 doğrusu eğri- 


9 , 
nin kutuptaki teğetidir. 


Değişim tablosu : 


Şekil 81 


olup bu tabloya karşılık olan eğri çizilir ve kutupsal eksene gö- 
re simetriği alınırsa şekil 81 deki eğri elde edilir. 


Kutupsal denklemi r - 2— 4sin6 olan eğriyi çiziniz. 


/(—0)-/(0) olup 0 — 5 doğrusu simetri eksenidir. 


Buna göre incelemeyi ( — 5 , İT 7) aralığında yapmak kâfidir. 


r'-—d4cos0 olup g——> ve 0-45 için 77-0 


2 
dır. 
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el — K : se NE 3 
sin0 —-—- , İz ö için r <0 olarak 0— 6 


doğrusu eğrinin kutuptaki teğetidir. 


Değişim tablosu : 


olup bu tabloya karşılık olan eğ- 
ri çizilir ve 0 — ya doğrusuna gö- Şekil 82 


re simetriği alınırsa şekil 82 deki eğri elde edilir. 


, 9 
racost- eğrisini çiziniz. 


Peryod 6x ve f/(0-4-3r) - — /(9) olup incelemeyi (0, 3x) 
aralığında yaparsak eğrinin tamamını çizmiş oluruz. Diğer taraf- 
tan /(— 0) — /(0) olduğundan kutupsal eksen simetri eksenidir. 


Buna göre incelemeyi e. 2) aralığında yapmak kâfidir. 


r——acos Ş-sin Ş- olup r”, 0 — 0 için işaret değiştire- 


rek sıfır olur. 
3r 


dme” için r-—0 olarak 0— 3 


2 
taki teğetidir. 


doğrusu, eğrinin kutup- 


Değişim tablosu: 


a lo > 
r 0 — 0 
r Ja N 0 
> © 0 


Şekil 83 
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olup bu tabloya karşılık olan eğri çizilir ve kutupsal eksene gö- 
re simetriği alınırsa şekil 83 deki eğri elde edilir. 


ui e e. e 


a 
r-asini > eğrisini çiziniz. 


/(3n 4-0) — — /(0) olup incelemeyi (0, 37) aralığında ya- 
parsak eğrinin tamamını elde ederiz. Diğer taraftan, /(—0)-—— /(9) 
T 


3 doğrusu simetri eksenidir. Buna göre, eğrinin ya- 


olup 0— 


rısını elde etmek üzere, incelemeyi e. 7) aralığında yapmak 
kâfidir. 

ön cos — olu con 0 e 
3 3 p gz 70, 0-5 içinr' işa 


ret değiştirerek sıfır olmaktadır. 
0—0 için r-0 olarak 0 —0 doğrusu eğrinin kutuptaki 
teğetidir. 


Değişim tablosu : 


i 3 
9 10 | 
r|0 - 0 
r |0 /# a 
> 10 © 
” . 


Şekil 84 


olup bu tabloya karşılık olan eğ- 


ri çizilir ve 0 — 5 doğrusuna göre simetriği alınırsa Şekil 84 


deki eğri elde edilir. 


Kutupsal denklemi r — acos* > olan eğriyi çiziniz. 


((0--4n)—f(0) olup peryod 4r dir. Diğer taraftan A0) 
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olup kutupsal eksen simetri eksenidir. Buna göre, eğrinin 
yarısını elde etmek üzere, incelemeyi (0, 2r) aralığında yapmak 
kâfidir. 


"—-—acos” sin : olup 8— 0 için r/ işaret değiştire- 
rek sıfır olmaktadır. 

0-2r için r-0 olup 8 — 2r doğrusu eğrinin kutuptaki 
teğetidir, i 


Değişim tablosu : 


olup bu tabloya karşılık olan eğ- 
ri çizilir ve kutupsal eksene göre Şeki! 85 
simetriği alınırsa şekil 85'deki eğ- 

ri elde edilir, 


Kutupsal denklemi r — a cos 30 olan eğriyi çiziniz. 
bi ( -- 3) — a cos3 ( - 3) — acos(30--r)-——acos30——f(0) 


olup incelemeyi va e eşit uzunluktaki bir aralıkta. yapmak kâ- 


fidir. Bu incelemeye ait eğriyi negatif yönde 5 kadar 


döndürmek ve bu döndürmeye eğri kendi üzerinde kapanıncaya 
kadar devam etmek suretile eğrinin tamamı elde edilir. Diğer 
taraftan /(— ©) — /(0) olduğundan kutupsal eksen simetri ekseni- 
.dir. Buna göre, incelemeyi O nın yalnız pozitif değerleri için 


| yapmak kâfidir. 3 e eşit uzunluktaki aralık G E ,. b 8) 
aralığı olarak seçilirse inceleme aralığı Ç si olur. 
r'-—3asin 36 olup inceleme aralığında r” daima negalif- 


tir, 0-0 için r'-—-Odır. 
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DE için r-O0olupö— 7 doğrusu eğrinin kutuptaki 


6 
teğetidir, 
© “Değişim tablosu: 
r 
ii ir 
r — 
r Ja N 0 
— | 0 
7 
“olup eğri şekil 86'da gösterilmiştir. Şekil 86 


Kutupsal denklemi r - a sin 36 olan eğriyi çiziniz. 
/ p* 3) z asin 384-5 )<asin(an Kn) — —asin30 — — /(6) 


olup incelemeyi 7 e eşit uzunluktaki bir aralıkta yapmalıdır. 


Buna ait eğri elde edilince, bu eğriyi negatif yönde x — > — < 
kadar döndürmek ve bu döndürmeye eğri kendi üzerinde kapa- 
nıncaya kadar devam etmek suretile eğrinin tamamı elde edilir. 
İnceleme aralığını e, 3) olarak seçelim. 

sin380-0,30-0, 6-0 için r 0 olup kutupsal eksen; 
eğrinin kutuptaki teğetidir. 


r'-3acos30 olup 0 Ta >. için r'wOdır. 
Değişim tablosu: | y 
Lİ ği 
d (0 GT 3 
r *- 0 — - > 
r |0 /# a NO 
—lo e 0 
7 


olup eğri şekil 87 de gösterilmiştir. Şekil 87 


8. 
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r—acos 2 eğrisini çiziniz. 


/ f -3) 5 ee k Hi 7) a cos (94-7) —a cos — — /(8) 


olup. incelemeyi F ye eşit uzunluktaki bir aralıkta yapmalıdır. 


Bu incelemeye ait eğri, negatif yönde x — 5 kadar üç defa dön- 


dürülürse eğrinin tamamı elde edilir. Diğer taraftan /(—0)—/(0) 
olup kutupsal eksen simetri eksenidir. Buna göre incelemeyi 
nın yaln(z pozitif değerleri için yapmak kâfidir. 5 ye eşit uzun- 


luktaki aralık (- vu -3) olarak seçilirse inceleme aralığı 


e, 1) olur. Bu incelemeye ait eğrinin evvelâ kutupsal eksene 


göre simetriği alınır, sonra da yukarıda açıklanan döndürme ya- 
pllır. 


cos20—0, 0-5, 0-7 için r — O olup 0-7 doğ-. 


rusu eğrinin kutuptaki teğetidir. 
r'-—2asin28 olup 0—0 için r'-—0Odır. 


Değişim tablosu : 


a |0 T 

r e 

r Ja ÖN 0 
> je 0 


olup eğri şekil 88 de gösterilmiştir. 


r-asin 29 eğrisini çiziniz. 


/ (6-7) ind (e 3) a sin(20 4-7) - — asin 20 — —/(0) 
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olup incelemeyi 5 ye eşit uzunluktaki bir aralıkta Güne 


kâfidir. Bu incelemeye ait eğri çizilir ve negatif yöbde — > ii > 
kadar üç defa döndürülürse eğrinin tamamı elde edilir.. İnceleme 


aralığını o | olarak seçelim. 


BA 

2 

sin20—0, 20-0 için r -0 olup kutupsal eksen, -eğrinin 
kutuptaki teğetidir. 


r-2ac0os20 olup 0— T için r-Odır. 


Değişim tablosu : 


Tr T 
r — 0 — 
0 / a Ny. 0 
— 10 bed 0 
r 
olup eğri şekil 89 da gösterilmiştir. Şekil 89 


Kutupsal denklemi r? — a?cos 28 olan eğriyi çiziniz. 


—E a Ncos 29 olup 0 ya r in simetrik iki değeri karşılık 
gelir. Buna göre kutup simetri merkezidir. Bu sebepten yalnız 
r:saycos20 yı incelemek kâfidir. Bu incelemeye ait eğrinin, 
kutba göre simetriği alınırsa eğrinin tamamı elde edilir. Peryod 


x olup değişme aralığı olarak (- a |, İŞ ii Ancak, 
cos 20 50 olması gerektiğine göre —---<20< a Di yani 


— TI EL olmalıdır. Diğer taraftan ((— 0) — f(0) olup ku- 


tupsal eksen simetri eksenidir. Buna göre incelemeyi 8 nın po- 


o zitif değerleri için yani 0<0< T için yapmak kâfidir. Bu in- 


11. 


/ 
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celemeye ait eğri çizilir, evvelâ kutupsal eksene göre simetriği 
alınır ve sonra bu suretle elde edilen eğrinin de kutba göre si- 
metriği alınırsa eğrinin tamamı elde edilir. 


cos20 -0, 20 > a 0-7 için 7-0 olup 0—7 
doğrusu eğrinin kutuptaki teğetidir. 
> . —asin20 
© Neos20 


olup r” inceleme aralığında negatifdir. 0 — O için r'—0O dır. 


* Değişim tablosu : 


0 10 

r — 

r |a NN 

EM 0 Şekil 90 
: r 


olup eğri şekil 90 da gösterilmiştir. 


Kutupsal denklemi r - af'sin 2 -- cos 20) olan eğriyi çiziniz. 


f ( ve 7) —alsin(20--x)--c0s(20--x))— —a(sin26--cos 20) - —/(8) 


2) 
2 
kâfi olduğu görülür. Bu incelemeye göre elde edilen eğri nega- 


olarak incelemeyi ye eşit uzunluktaki bir aralıkta yapmanın 


T Ne T 
DR 
ri kendi üzerinde kapanıncaya kadar devam edilirse eğrinin ta- 
mamı elde edilir. 


tif yönde x — kadar döndürülür ve bu döndürmeye eğ- 


sin 20--cos20—0 dan tg20— —1— e/- vi) N 


20 kn— Hi ve İ—k g- bulunur ki bu değerler için r—0 dır. 


k —0 için 0 — # ve k-—l için 0 5 olup incelemenin 
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8 8 
bulunacagı anlaşılır. 
r'  2a(cos 20 — sin26) olup cos20—sin20—0 


(- 6 3) aralığında yapılması halinde eğrinin bir ilmiğinin 


tg20-1 ve 0-475 - 


olup (8 8) aralığında 7” yü sıfır kılan 9 değerinin 0— 5 


olduğu görülür. 
Değişim tablosu : 


e A 3r 
8 8 8 

r iğ 

r 0 7 Y2a N 0 

e 0 c 0 

r 


Şekil 91 


NE NE SK ME GE ON 


/ 
r — ğ eğrisini ÇIZINIZ, 
3 
C0S — 
3 


Fonksiyonun peryodu 6x ve f(3r.--0) — — /(9) olduğundan 
incelemeyi (0, 3x) aralığında yaparsak eğrinin tamamı çizilir. Di- 
ğer taraftan /(— 9) — f/(0) olarak eğri kutupsal eksene göre si- 
metriktir. Buna göre incelemeyi e. 2) aralığında yapmak kâ- 
fidir. Bu incelemeye göre elde edilen eğrinin kutupsal eksene gö- 
re simetriği alınırsa eğrinin tamamı elde edilmiş olur, 

8x halinde r->ee olmaktadır. Ancak Limrsin ( — 2) 

3x 


027 
mevcut olmadığından asimptod yoktur. 


sin ——- 
, 


; — 


olup 0-0 için r'—Odır. 


4 
COS* —- 
3 


13. 


- terilmiştir. 
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Değişim tablosu : 


3r 
d l/0 7 
r 10 — “© 


DA . 
8 


olup eğri şekil 92 de gös- 


Şekil 92 


sin 20 ' 


Kutupsal denklemi r — TT 


olan eğriyi çiziniz. 
/(—0)-—f(9) olupeğri 0 5 doğrusuna göre simet- 
riktir. Buna göre incelemeyi (0, 7) aralığında yapmak kâfidir. 
0-0 ve 0— a için r — O olup bu doğrular eğrinin ku- 
tuptaki teğetleridir. 


r— Mengi hece) z el —W olup cosg— —— *— : z v5 
için r'—0Odır. 
0 — x asimptodik doğrultuyu vermektedir. Asimptod altı: 
d—Limrsin(9—x) -Lim—rsin6 
(—>x 0-7. 
MR AR 


Değişim tablosu : 


0 (0 o Tr. 
r rk 0 — 

r (09 / M Yy —e 
> lo ce 


Şekil 93 


olup eğri şekil 93 de gösterilmiştir. 
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r-afl-- sin 20) eğrisini çiziniz. 
/(0--x)-af1--sin(20--2n)) a(i -- sin 20) — /(0) 
olup kutup simetri merkezidir. Buna göre incelemeyi (0, x) ara- 


lığında yapmalı ve bu suretle elde edilen eğrinin kutba göre si- 
metriğini almalıdır. 


1--sin20.- 0, sin20——i1, m—-E, gi için 0 


“olup 0 — > doğrusu eğrinin kutuptaki teğetidir. 


r—2acos20 olup 6 I ve 0— değerleri için 7" —0 


7 
"dır, 
N r . 1-*sin20 o (cos0--sin6) cos0 --sinö 
7 2c0s28 — 3(cos9 — sin) (o Xcos0—sin6) 
3x .. 
olup 0— 7 için >- 0 dır. 


Değişim tablosu : 
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15, ,—2--sir 30 eğrisini çiziniz. 


Peryod > olup incelemeyi e, 7) aralığında yaparak bu 


incelemeye karşılık olan eğriyi çizmeli ve bu eğriyi pozitif yönde 
iki defa döndürmek suretile eğrinin tamamını elde etmelidir. 
TK TK 


r'-3cos30 olup mir ve Ö— 5 için r —0O dır. 


Değişim tablosu : 


Tr T dr 
j9 $ 3 3 
lg ik a gn 9 
Mi gi NE g0 
i maks min 
EĞ 1 © o 1 
r | 


olup eğri şekil 95 de gösterilmiştir. 


Şekil 95 


16. o Kufupsal denklemi r — a(2--cos 20) olan eğriyi çiziniz ve bu 
eğrinin kutupsal eksene dik ve paralel olan teğetlerinin bulundu- 
ğu noktalarını belirtiniz. 

H— 9) — f(6) olup kutupsal eksen ve f(x — 6) — #(9) olup 
0— 5 doğrusu simetri eksenidir. Bunlara göre incelemeyi (07) 


aralığında yapmak kâfidir. Bu incelemeye ait eğri çizilir ve ev- 
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velâ kutupsal eksene göre simetriği alinir ie sonra da elde edi- 
len bu eğrinin 0 — va doğrusuna göre -simetriği alınırsa eğri- 
nin tamamı elde edilir. 

r'-—2asin29 olup 0— 0 ve 0— > değerleri o için 


r—Odır, 
Değişim tablosu : 


0 (0 

r (0 — 

r |3a N 
r e e ri Şekil 96 


r 


olup eğri şekil 96 da gösterilmiştir. 


Şekilden de görüleceği gibi (8a, 0) ve (3a, r) noktalarında- 
ki teğetler kutupsal eksene diktir. 


Kutupsal eksene paralel teğetler için a - 0 olmalıdır. 
a-U-0-0 dan b——0 veya tgW——tg0 
bulunur. Diğer taraftan : 


Sr . 424 cos20) 
ig b — r o —dasin20 


olup — tg6 ya eşitlenirse: 


a(2 -- cos20) | sin 0 — 2 -- cos29 
—2asin20 ? cos6 2 sin 28 
2 sin 20 sin6 — cos6(2 -- cos 20) 
cos 0(2 -- cos 20) — 4sin?9cos0—0 
cos0(2-4-1 — 2sin?9— 4sin?0) — 0. 
cos 0(3— 6sin?0) — 0 
elde edilir. Buradan : 


— tgi- 


5g BRELL e. 
cos0--0 dan 0 Z 0 t3 ve 


17, 


olup eğri şekil 97 de gösterilmiştir. 
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3-—6sin?9—0 dan e 0—75, 0-47, 


0 — > ve 0-— z bulunur. Bunlara göre: 


5) les 7) 


(22, 2) noktalarındaki teğetler kutupsal eksene paraleldir. 


Kutupsal denklemi r — yz 0 olan eğriyi çiziniz ve bu eğrinin 


kartezyen denklemini bulunuz, 
f(x — 0) — /(9) olup eğri kutupsal ekene göre simetriktir. 
Buna göre incelemeyi | — 5 , 3) aralığında yapmak kâfidir. 


0-> > için re olup 0 — va asimptodik doğrultuyu verir, 


Asimptod altı ise; 
. cos 
d-Limrsin — 7)- Lim e — (1--sin6) 


Na ei 1—: — sin sin 0 
, —sinö(1— sin0)-- cos?) 1 : : 
- nf sn e nd olup daima pozi- 
tiftir. 


r 
dee cos0 ve 


Değişim tablosu : 


| 

: 

, 

e 

: 

r r 

r * 
rlo 4/14 şe 
—lo i 


Şekil 97 
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Eğrinin kartezyen denklemi ise: 
x-rcos0 ve y-—rsin& olup 


r> , Ü-rysx ve r-Yely? olarak 


y— yy —x 
Pe 
x - y'--x2— 2x) 2x7y? — 2xy? pe xy--y! 
X—2x9-4-22y2-4- 72—2xy—0 
x—20-- 2 y(2x—) 
2 eni) 


2—x 


bulunur. 


18, Kutupsal denklemi r -: sin8-- in olan eğriyi çiziniz. 


f(r—0)- (8) olup 0 5 doğrusu simetri eksenidir. Di- 
ger taraftan f/(x--0) — — /(0) olduğundan (0, x) aralığında eğri- 


nin tamamı çizilir. Simetriden ötürü incelemeyi p, 3) aralı- 


ğında yapmak ve elde edilen eğrininin 0 — 5 doğrusuna göre 


simetriğini alarak eğrinin tamamını elde etmek mümkündür. 
80 halinde 7 olup 9 — 0 asimptodik doğrultuyu verir. 
Asimptod altı ise: 
d-—Limrsino—Lim(sin?9--1)-—1 dir. 
6—0 0—0 


ME cos) oo cosif e ma 
r'— cos0 sin “ © Sin olup 0-5 için r'—0 dır. 
Değişim tablosu : 
2 $ 
0 0 Di 


19, 
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“olup eğri şekil 98 de gösterilmiştir. 


/— 0) — ig —— /(0) olup 0 5 doğrusu simetri 
eksenidir. Buna göre, incelemeyi 0 nın pozitif değerleri için yap- 
mak kâfidir. Bu incelemeye âit eğri çizilir ve 0 — > doğrusu- 


na göre simetriği alınırsa eğrinin tamamı elde edilir. 2x ye eşit 
uzunluktaki aralığı (— x, 4-x) olarak seçersek simetriden ötürü 
inceleme aralığı (0, rx) olur. 


86—0 için r —0 olup 0 — 0 doğrusu eğrinin kutuptaki te- 
ğetidir. 
ME 1 2 0 
olup daima pozitifdir. 


6>r halinde r—ce dur, O halde8b—xr asimptodik doğ. 
rultudur, 


Asimptod altı: 


” 0. —. d . 
Limtg 7 sin(8 — ») — Lim (—tg 7 sin0) 
— Lim | — 2 sini 5.) - -2 

0—r 2 


“dir. 


180 Yüksek Matematik Problemleri 
Değişim tablosu : 


Tr 
0/0 Z 


Şekil 99 


Aşağıda kutupsal denklemleri verilen eğrileri çiziniz. 


, 0 0 
20. psn c0s 7 24, 
sin?20 
21. ra 20sö 25. 
23 e cos2ö 26 
i © cos0 7 
23. r.— 21. 


sin bi 28, 


r— cos 


2 
Fe cos 
“sinO--cos6 
cos0 
T—os0— sin 
r—1-4 tg 


r—Zatgösinf 


2. 


8. SONSUZ KÜÇÜKLER, 
DİFERANSİEL, EĞRİLİK 


& bir sonsuz küçük olduğuna göre igo nın mertebesini ve asal 
kısmını bulunuz, 
, İşe 
Lim 2 —1 
a0 


olup a ile tga ayni mertebeden sonşuz küçüklerdir ve tgo nın 
asal kısmı & dır, 


w bir sonsuz küçük olduğuna göre 8 —-2a4--3a? nin mertebesini 
ve asal kısmını bulunuz. 


Lim B -— Lim 


24--3a? 
a0 “ 4-0 & 


—Lim(2--3a)-2 

4-0 
olup 8 ve « ayni mertebeden sonsuz küçüklerdir ve 8 nın asal 
kısmı 2a dır. 


& bir sonsuz küçük olduğuna göre B—asina nın merfebesini ve 
asal kısinını bulunuz. 


, , &sind e 
Lim p - Lim——— —Limsina-—0 
a0 “ a0 “ 4x0 


olup 8, « ya göre daha yüksek mertebeden sonsuz küçüktür, 


” , GSİN& . sine 
Lim > -— Lim —— — — Lim— -—1 
a0 © a0 a0 “ 
olarak B, « ya göre ikinci mertebeden bir sonsuz küçüktür ve 
aşal kısmı ©? dir, 


& bir sonsuz küçük olduğuna göre B — seca—cosa bir sonsuz 
küçük müdür? 8 bir sonsuz küçük ise mertebesini ve asal kısmını 
bulunuz, 
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Lim 8 — Lim(seca— cosa) -0 
a—x0 4—x0 


olarak B bir sonsuz küçüktür. 


a ,, SECa-— COSG a 
lm in e — cosa 
a0) 4-0 & a0 2 lcosa 
- Lim 1 1—cos'a Lim sina sec & 
0-0) “ cosa 4—0 


, sina . 
— Lim— sinesece -0 
a0 “ 


olup 8, « dan daha yüksek mertebeden bir sonsuz küçüktür. Di- 
ğer taraftan : 


olup B, « ya göre ikinci mertebeden bir sonsuz küçüktür ve 
asal kısmı a? dir. 


5. «veb, Lim. -/ olacak şekilde birer sonsuz küçük ise Bp—a 
a 


nın & ve B dan daha yüksek mertebeden sonsuz küçük olduğunu 
gösteriniz. 


Lim EŞİ «Lim (5 — J-0 
a 


a0 “ 0 


olup 8—a, « ve B dan daha yüksek mertebeden bir sonsuz kü- 
çüktür. 


6. a bir sonsuz küçük ise B-—- 'Y2a-605-0' ilea nın mertebele- 


rini karşılaştırınız. 
3 31 yi 
Lim & (im v2 katta” — Lim V 2; 4640 - ös 
a0 “ 4—0 a 1—0 & 


olup 8, & dan daha küçük mertebeden bir sonsuz küçüktür. 


Aşağıdaki sonsuz küçüklerin mertebelerini karşılaştırınız. 


7. p—24--302, « Cevap: & ve $ ayni mertebeden sonsuz küçük- 
lerdir. 


8. B sina, tgla Cevap: Ayni mertebeden sonsuz küçüklerdir. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 
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B, « dan daha yüksek mertebeden sonsuz 
küçüktür. 


B, & dan daha yüksek mertebeden sonsuz 
küçüktür. 


ayni mertebeden sonsuz küçüklerdir. 


den dy diferansielini hesaplayınız. 


adx , 


86 —1—cos& , & Cevap: 
8-zsina—ea , & Cevap: 
Btga—a ” Cevap: 
8—i — sec?0 , & Cevap: 
B—*Vul-3a5 , G Cevap: 
yvVıkr—vVi—x, x Cevap: 
R Va— xi 
y a— X 
—x e 
(4—x)-——— —Na—x(—1) 

di > Va—x 


(a — x” 


dı-————— dir. 


(a—xNYa—x? 


cos(x—y)-*- xy 0 dan dy diferansielini hesaplayınız. 
— sin(x — y)(da— dy)--dx-4-dy-0 
(1 --sin(x — y)ldy—Jsin(x—y)—i1)de-0 ve 
— sin(x—y)—i 
dy — EŞİ dx dir. 


Aşağıdaki fonksiyonların diferansiellerini hesaplayınız. 


yzsin2x Cevap; dy—72c0s2xdx 
dx 
yzlog(x-*1) Cevap: dy — 555 
z Cc e e x dx 
yz NİF EE yiğa 
yzxcosı Cevap: dy—(cosx—xsin x)dr 
dx 
y — Aretg (log x) Cevap: dy —Hiopr ii) 
1 sin 8 dö 
y(1— cos 0)? e e ei 
a dx 
yzlog Aresinax , Cevap: dy 


Aja? 


Vi—a2x2 Are sin ax 


og 


1 
Cevap: df(x)— ogi dx 
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25. 
26. 
27. 


28. 


29, 
30. 


31. 


32. 


33. 


34, 
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Aşağıdaki eşitliklerden dy diferansiellerini hesaplayınız. 


2—yi—<a Cevap : dy —ç de 
” e" 
e*—siny—Ü Cevap : Gİ Sön dx 
y3—2xy-1 
xy —xy3— x-4-y0 Cevap: YI ğyii a 


pe 2 
yiü-tgx)—sinx 0 Cevap : dye EEE da 


Aşağıdaki eşitliklerden dr diferansiellerini hesaplayınız. 


r2—a2cos20--0 Cevap: dr — SEL gg 

r?0—a? Cevap: dr x— Le 

r—a see? 5 <0 Cevap: dr —asec? 5-19 -7d8 
r)cos8—a?sin30 —0 Cevap: dr— Train e co 9 d0 


y>logsecx den ds yay diferansielini hesaplayınız. 


dy , secxtgx 


dx sec£ ig£ 
olup : 
ds —-yYi$yidx -Yi-tg'ixdr — secx dr 
dir, 


x—3cos4t, y-3sin4t parametrik denklemlerinden ds yay di- 


feransielini Resaplayınız. 
dx 


a ay. 
m 12sind? ve ge 712 c0s4f 


de? idin?! a parma 
iz WE Ş (2) di — YÜZ Sin F 12004 di — 12dt 


Sonsuz Küçükler, Diferansiel, Eğrilik (o 185 


x>—asini, y-acos't parametrik denklemlerinden ds yay di- 
feransielini hesaplayınız. 


dx ..2 dy 2 
d — 3asin?cos? ve - 3a cos? sin £ 


olup: 
ds —Yi3a siniz cost) --(—3acosisini” di 
— V9a'sintt cos -- 9a? cost? sin? de 


— V9a sin? cos? dt —3asin?tcostdt 


36. 


37. 
38. 


39. 
40. 


41. 


42, 


43. 


44, 
45. 


dir. 


sec? : 
r-a —— 
2 


saplayınız. 


da—yr'4r3 dd) ve r-asec? 5 e 


olup: 


de — Va seci 5 * a seci 


dır. 


— 


0 
2V gg 3 
2 tig 5) dd — a sec 


2 


Z 


Aşağıdaki fonksiyonlardan de yay diferansielini hesaplayınız. 


kutupsal denkleminden ds yay diferansielini he- 


La 


yzx Cevap: da—Vi--4x2dr 
ysinx Cevap: ds vi *- cos?x de 
di 1 , x0--1 
Ur 3 İz Cevap: ds 2x5 dx 
xy? Cevap: ds YP Kay 
xy g2 Cevap: ds — vE dy 
x—2i; yz Cevap: de —iV16-5'9ödt 
x—t—sint; yl—eost Cevap: ds V2—2costdt—2sin Şat 
xzacos0; y—asinf Cevap: ds —a dö 
r —2a cos6 Cevap: ds — 2a d0 
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9 
46. r—x21- cos 0) Cevap: ds-—4cos7 dö 


47. r—3-52co0s0 Cevap: ds — vVİ3-LİZ cos 8 d0 


48, oy Aresinlogx eğrisinin (7, 0) noktasındaki eğriliğini ve eğr> 
lik yarı çapını bulunuz. 


MN e 
formüllerinde : 
m 1 ii , | log'x * log x — 1 
— xN1—logix x(1 —log'x)*”? 


olup x—-İiçiny zi, y'--—i olarak: 


MY ve — — 22 


bulunur. 


49.  x13-4 y73 — g3 eğrisinin herhangibir noktasındaki eğrilik yarı- 
çapını hesaplayınız. 


123/2 
R dky)”, 


y 
1/3 20 
, Yy » a 
—— İş ve — 55 
y 15 y 3xiföyi 
olarak : 
Y3 32 1312 
MEN all 
R x13 x43 a 3x3y1/5 EY ii 
we —— >; —> Ez o — z ax 
g3 g3 x gi y) 
3 x3y13 3 xiöyii3 
bulunur. 


50. o Parametrik denklemleri : 
x-achd&; yash? 
olan eğrinin herhangibir noktasındaki eğriliğini hesaplayınız. 
dy ch2t 


dx. duy. Mİ mİ eş 
2a sh 24 , — Zach2, e) ve 


51. 


52. 
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dy dyjdd o 2sb2—2cb2 Ot 
dri © dx/dt a o Zash?2e a sh324 
olarak : 
K-— 1 N 
a(sh?24 -- ch? 24)94 
bulunur.. 


"Parametrik denklemleri : 


a e NE 
x—-oost; y-— sint 


olan eğrinin herhangibir noktasındaki eğrilik yarıçapını hesapla- 
yınız. 


de. a çoşş 8 çiş 9 cost— Esini) 
di — 2 t A 2 Ni 
dy a. a a(— sin? £cos 4) , 

| g7 sin£ $-— cos# — — 
dy o tcost—sint diy o dy'/dt 


de —isini—cost “* dx “ drldi ' 


dy' (cos t—i sin #—cos #M—t sin #—cos #)— fişin 1—t cos t--sin #)(? cos t—sin 4) 


di (—itsin?— cos 1)? 
2 

© —isint—cosi” 
olup 
dy 2 , al—isin?—cosi) # 
dr? © (—tsint—cosi) 2 al— tsin? — cost?) 
olarak 

(£cost — sin?) 221 
a ii isin?-—cosf” © (Zisint-cosi)) | “* 
nı * o aa 
(—tsin:—cosi) a(—tsin£— cos?) # 

bulunur. 


rafl—2cos0) eğrisi üzerindeki minimum eğriliği bulunuz. 
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53. 
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r'-Zasin0; r'-2acos0 


olarak 
K- r? 4 2r7—ır” aX1—2c0s0)'-4-8a'sin0—a(i— —2c0s 0)2a cos8 
eri (ai — 3cos0f F 427 sinip”? 
9—6cos8 


© a(5— 4c0s8p 


bulunur. Bunun minimum değerini elde etmek üzere K' türevini 
hesaplarsak : 


K 6 sin (5 — 4 cos 0)2 — 3/2(5 — 4cos6)'? 4 sin6 (0 — 6 cos 0) 
vi a(5 — 4cos0) 
, 6sin8(—4--2 cos 0) 

© a(5—4c0s6)/? 
bulunur ki 8-0, 0--< x için K'-—0 olur. K' yü minimum kılan 
8 değeri 0 - x olup bu değer için: 


5 
Kinin > da 
bulunur. 
rl s a*cos 20 eğrisinin herhangibir noktasındaki eğrilik yarıçapını 


hesaplayınız, i 
(r -- p 2)? 


ie r'42r7—pr" 
olup 
2rr'- —2asin 20 , rr -—asin20 ve rzaNcos24 
olarak 
. ma sin20 FN a? sin?20 
 Veos29 * Oo— cos2f 
bulunur. Diğer taraftan rr" —a?sin20 ifadesinden bit daha 
türev alarak: 
rr'3r? — 2a2cos20 
2 kin? 
rr —2Yatcos2) — TE - 


cos 20 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59, 


60. 


61. 
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2 cin? 2 
ae e & sin20 oa 
ri G-eüs eN cos 20 cos 20 
2a?sin?20 alsin? 20 
2 A 2 
r4-2r?—rr' — acos20-- 0890 -- 2a?cos 20-- 0 
3 
© cos 20 
ve 
a 3/2 
— (söz 9) < a a 
3a? 3 Vcos20 o3r 
cos 20 
bulunur. 


yz x3İ*2x—1 eğrisinin (0, —1) noktasındaki eğriliğini hesaplayınız. 
Cevap : 0 


yzlogx eğrisinin herhangibir noktasındaki eğrilik yarıçapını hesaplayınız. 


— Gey)? 
x 


Cevap : 
yzlog x eğrisine ait minimum eğrilik yarıçapını bulunuz. 

Cevap : v3 

x —za(0—sinO), y—a(l—cos0) eğrisinin herhangibir noktasındaki eğ- 
rilik yarıçapını bulunuz. 


Cevap : — da sin EZ 
2 
2 xy-y2— 12 eğrisi üzerindeki en büyük eğriliği hesaplayınız. 


Cevap : vE, 


ya Ârccos Fak M2ax—x? eğrisinin x — 5 apsisli noktasındaki eğrilik 
yarıçapını bulunuz. 

Cevap: 2a 

yz e” sin 3x eğrisinin orijindeki eğrilik yarıçapını bulunuz. 


5 
Cevap : v0 


x 


yae “ eğrisinin x—'Fa apsisli noktalarındaki eğrilik yarıçaplarının çar- 
piminın a2le -- ee eşit olduğunu gösteriniz. 
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62. 


63. 


64, 


65. 


606. 
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r—al(2 cos 8 — 1) eğrisinin herhangibir noktasındaki eğrilik yarıçapinı bu- 
lunuz. 


, a(5—4 cos gp? 
Çevibig e eğ 


r2 —2a? cos 20 lemniskat eğrisinin herhangibir noktasındaki eğrilik yarıça- 
pını bulunuz. 


2 
Cevap : z : 


Parametrik denklemleri x -acos3t, ya sin3t olan eğrinin herhangibir 
noktasındaki eğrilik yarıçapını hesaplayınız. 
Cevap: 3acostsint 


2xy-4 x--y- 4 eğrisinin (71,7) noktasındaki eğrilik dairesinin 
denklemini bulunuz. 
”2)3/2 
Eğrilik yarı çapı —R— Mey 
ve eğrilik merkezinin koordinatları ; 
1 2 , zi 1 ,2 
ü—x— kei i By - la 
J y 
olup 
2y--2xy'--14y 0 ve x-1, yl için y -—i; 
14-y7-2; ve 


4y'--2xy"-4-y"-Oolupx-—1, yi için y—- 5 olup: 
2. 
2 


bulunur. Bunlara göre eğrilik dairesinin deklemi : 


dir. 


Parametrik denklemleri: 


x—alcosp--Esino) , y—a(sino—o9ocos9) 


olan eğrinin mebsut'unun kartezyen denklemini bulunuz. 
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Mebsutun parametrik denklemleri : 


1 12 ? . 1 /2 
Side di 4 
olup burada: 
SE — apcoso, 7E —açsine ve Si. — ' —tgo, 
1 
dy ... dy/de | cos? 9 — 1 
de? “ o dx/de aYCOSY O 49COSY 
dir. O halde: 
e De 
1--y7-1- tg'p Göç 
olarak : 
ge 
a a(cos p 4- e sin e) — — — a cos 
a9 COSİY 
1 
KL 
B -a(sine—çcosy) -- -asinog 
a9 5 


bulunur. Bu şekilde elde edilen &—acosç, 8 —-a sinç para: 
metrik denklemlerinden p parametresi “yok edilerek : 


a --B—a 


şeklinde istenilen kartezyen denklem bulunmuş olur. 


67. oy 2px parabolunun mebsutunun denklemini bulunuz. 
2 
Yy? -Ipx den2yy-X, ri iy” -— Di olup: 
23) 
A 9 2 n 2 
a —YEİLİ. — - e > 4p>3xp 
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68, 
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p 

Tl l 

1 2 y Ni y” Ni y 

B—y* y' yi pi y p 7 p 
yi 


bulunur. Bunlara göre mebsut eğrisinin parametrik denklemleri : 


a-3x-pı Bp-—— 
dir. Bunlardan x ve y yokedilerek : 
8 | 
pB?— 37 (a—p) 


kartezyen denklemi bulunur. Para- 
bol ve mebsut eğrisi Şekil 100 de 
ayni eksen takımı üzerinde gösteril» 
miştir, 


Şekil 100 


i 2 
> * ia > 7 elipsinin mebsutunun denklemini bulunuz, 


| 2 
bix?--aty?—ab?, 2x-4-2ayy —-0, ys — m e 
, b 
Yy ay olarak : 
br bir? 
e 
yen, elik VEL ŞE se) 
y' p* b ay? 
Cap 
A—x— xy” NE br — (&—y))x — b?x3 2 (a—a'y?— bri) 
|, B a at abi 
(01b7x2— bir? x a? — b2)x3 , 7 
a Er ee e ) 3 ve 
1 br? 
— Li 212) ey e ey xy 
Bes yek m Hİ 


— Pi'y—a'y'—b'ey 
a?» 


69, 


70. 


71, 
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a25?y? > a'y (a? — b2)y3 
aş 
dir. Bunlara göre mebsutun parametrik denklemleri : 
2-105 2 — By 
e 2 Gi 8 


dir. Bunlardan x ve y yokedilirse mebsutun : 


(aa)?3 İ (06) po (a? PE p2y3 


şeklindeki kartezyen denkl 


Parametrik denklemleri: 


xs 2Zcost--cos 


olan eğrinin mebsutunun. parametrik denklemlerini bulunuz. 


emi elde edilir. 


22 ,:y-2sint--sin2t 


Zend iy ne : 
gg “ “2sint—2sin2; > —2c0s1--2c0s2t 
ve 
du cost*cos2? Ody 3-4-3c0st 
dx” o sint*sin2X? ' dt (sin 4 - sin 24)? 
| dy 3 1cost 
de? o 2 (sint-sin2) 
olarak 
yAty) 1--y” 
Mi nl ar ri > Nk 
” y 8 ii y 
- formüllerinden : 


a— 5 (2cos? — cos2i) , öm 5 (sin? — sin 20) 


denklemleri elde edilir, 


P Ma Li 
yasinx eğrisinin x— 3 


2 
Cevap : (5— 5) Fy —1I 


ye? eğrisinin x -—0O apsisli noktasındaki eğrilik dairesini bulunuz. 


Cevap: (r-*-2)2-4-(x—3)2-8 
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apsisli noktasındaki eğrilik dairesini belirtiniz. 
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72. 


73. 


74. 


75. 


16. 


11. 


18. 
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yz — 6x 4-10 eğrisinin (3, 1) noktasındaki eğrilik merkezinin koordinatla- 
rını bulunuz. ; 


Cevap : (s : >) 


Ye eğrisinin x —İ apsişli noktasındaki eğrilik dairesini belirtiniz. 


Cevap: (x—2)2 -(y—2)2—2 


x2—yXy- 1) eğrisinin yx—il ordinatlı noktasındaki eğrilik dairesini be- 
lirtiniz. 

12 1 

2 LR 

Cevap: x O) z 


Parametrik denklemleri x —4cosft, y-2sint olau elipsin mebsutunun 
kartezyen denklemini belirtiniz. 


Cevap : (5) (5) 1 


Parametrik denklemleri x—a(8—sin6), y—a(1—cos6) olan eğrinin 
mebsutunun denklemini bulunuz. 


Cevap: «—a(0--sin0), B——a(l—cos0) 


Parametrik denklemleri x-—acht, y—bsht olan eğrinin mebsutunun 
kartezyen denklemini bulunuz. 


Cevap : (0) a2ı0 — (GE) gın—ı 


Parametrik denklemleri x — klogcotg 5 —kcost, y—ksint? olan eğri- 


nin mebsutunun kartezyen denklemini bulunuz. 


x x 


Cevap: y-> > Cg e) 


9. BELİRSİZ 
ŞEKİLLER 


I—ceosx Vcos İx 
x>»0 x(e 7) 


7 belirsiz şeklinde olup L'höpitale kuralının uygulanması 


limitini hesaplayınız. 


cos x SİN 2x 2x 
sin x Vcos dx ——— 
- Lim 


xx) x(e*— 1) BRE e©—l1-4- xe 
Lim sin x cos 2x F- cos x sin 2x 
x»0  Veos2r(xe*-e'—1) 


Li 1—cosx Vcos 2x 


li 


EA sin 3x 
x0 Vcos ?r(xe'--et— 1) 


elde edilir ki bu da 5 belirsiz şeklinde olduğundan L'höpitale 
kuralının tekrar uygulanması ile; 


dim 3 cos 3x > 


xe'-e*—1)-4-Vcos2x(2e'-- xe) 


sin 3x--4sin*x—3log(7--x) 


Lim ———— Ge ime limitini hesaplayınız. 


D belirsiz şeklinde olup L'höpitale kuralının uygulanması 


ile: 
3 
» 2 alak ie 
sin 3x--4 sin? x—3log (1--x) en dl 1--x 


m (©—i)sinx gr esin x--(e“—1)cosx 


elde edilir ki bu da o belirsiz şeklinde olduğundan L'höpitale 
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kuralının tekrar uygulanması ile: 


imi 2e*cosx--sinx -3 


bulunur. 


et— ever x 


3, le TE limitini hesaplayınız. 
5 belirsiz şeklinde olup L'höpitale kuralının uygulanması 
ile : 
eNetrx 
e — göre r me 1--x 


Lim ———— > Lim — —— 
x—-0 1İ—COSx ço Sinx 


kai e(1 — x) ee gAretg 3 
— m (1 --x)sinx 


elde edilir ki bu da © belirsiz şeklinde olduğundan L'höpitale 


kuralının tekrar uygulanması ile : 


Arcig x 
2 e 
ie > Lim 2xe 01x)e e > 
xx01—C0SXx xy) 2xSsinx--(1-4 x)cosx 
bulunur. 
4, 
li ir a limitini hesaplayınız. 
© belirsiz şeklinde olup L'höpitale kuralının uygulanması ile: 
Lim ey .. i nxe”--er*—1 
x01—cosnx x0 nsinnx 


elde edilir ki bu da T belirsiz şeklinde olduğundan L'höpitale 


kuralının tekrar uygulanması ile : 


xe“—x 
ii 
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2n e--nİxe”* 


2 
xe0 Mcosnx On 


limitini hesaplayınız. 


—- belirsiz şeklinde olup L'höpitale kuralının uygulanması 


Lim ————— 
x 0 1—cosnx 
bulunur 
. /—cos(a Âresin x) 
TE EE) 
ile: 
Dim 1 — cos(a Arcsi 
2-0 log(1--x) 


elde edilir ki bu da vi 


a sin (a Arcsin x) 
nx) İN vVi—xi 
x—x0 2x 
1x 
,. a(i--x) sin (a Arcsin x) 
a Lim —ğ——ğ—ğ——şs<Şğjjjğ 
x0 2x Mü— 


belirsiz şeklinde olduğundan L.'höpitale 


kuralının tekrar uygulanması ile: 


Lim — 


x—x»0 


2ax sin (a Arcsin x) -- 


-—lim 
x-0 


2 


- Lim 
x>0 
a 


2 


bulunur. 


2x 


Lim shx--sinx— 
2) 


x0 El x--cosx— 


-— belirsiz şeklinde 


1—x2— 


1—.cos(a Arcsin nx), 


log (1-4-x) 
a? (1 -- x2) cos (a Arcsin x) 


Vi—x? 


2x 


Vi—r 


Zat Vİ—x sin (a Aresin x) 4 aX1- x2) cos(a Arcsin x) 


2—4x 


limitini hesaplayınız. 


olup L'höpitale kuralının uygulanması ile; 
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Lim shxisinx—2x |, chx“-cosx—2 
xa0x(chx-cosx—2) çgchx-cosx—2--x(shx—sinx) 


elde edilir ki bu da 5 belirsiz şeklinde olduğundan, pay ve 


paydanın her ikisi birden sıfır. olmayana kadar, L'höpitale kura- 
lının uygulanmasına devam edilirse : 


Lim shx--sinx—2x isi sh x — sin x 
xx0 X(chx--cosx—2) ç,02shx—2sinx--x(ch x- cosx) 


chx—cosx 


Gi bii 3 chx—3cosx--x(sh x--sinx) 
MR shx--sinx 
© ç gishx--4sin x--x(ch x--cosx) 
ie Ti chx--cosx alli 
x-e0 Ch x--5 cos x--x(sh x—sinx) o 5 
bulunur. 
/—cosx 
Arctg 
Lim bere limitini hesaplayınız. 


9 &logli$x) 


Wi belirsiz şeklindedir; Diğer taraftan: 


yk 
——— 2 sin?—- 
1—cosx 


il N (e 2)-5 
1kcosx “<8 Xx rctg y) 2 
2 cos 5 


Arctg 


olarak yerine konur ve L'höpitale kuralı uygulanırsa : 


1—cosx 
: FiEGiE 1--cosx ş x 
Lim — — —— — — Lim 5—-——— 
x—»0 © log(1 ta) x>0 2e log(1--x) 
e MM 
10 9 Jetoz 9 ee) 


side edilir. 
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2 


sin (log x) —| log (sin > z) 
Lim — limitini hesaplayınız. 
x—İ x—I 
© belirsiz şeklinde olup L'höpitale kuralı uygulanırsa : 
nx YNE 
sin(log x) — |log (sin DE z) 
Lim SE 
x—İ x—iİ 


TK 
—ıp x GOS x 


ği 1 1 
- Lim zi cos(log x) — DI 


log|sin5- z) 


xl > sin Fs 
t 
i e cotg -—- y* 
a e e 
oz (sin DE z) 
cotg Z-x 
T 835 


- Lim | cos (log ») — Lim 2 ————— uz 
—1 xI | | . TK l di 
og | sin 5 x 


cotg > 
ilim 2” 


i TO Jr Yi 
zel 4 Joe (sing li 


elde edilir. Bu limit ise 0/0 belirsiz şeklinde olup bunu da L'hö- 
pitale kuralı yardımı ile hesaplarsak : 


Tr , 
cotg -- z * Fig COSEC gz” 
Lim e m yiz — Lim p” 

xl | oz (sin 7) xl - coig 5x 


a, rx YE 
: los (in 5 z)| | 


—2 ve 


Lim 


£ 2 
cotg z* — 
- Lim | — 2 cosec? g* 
x—»1 


Ty NyiR 
Joe (in > z) i şol 
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cotg F x . 

Lim TT TE — v2 

şel Jo: (sin Di z)| : 
elde edilir ki yerine konursa: 

sin (log x) — | log (sin 5 z) | 

HK —— 

İş ile Va 


2 


bulunur. 


9. Lim agla — ri limitini hesaplayınız. 
a-»K Pedi 


ig 3 
— şeklinde olup E'höpitale kuralı uygulanırsa: 


Lim og—r) 


X-»K 


ig ? x-*TK 


elde edilir ki bu da 5 belirsiz şeklinde olduğundan L'höpitale 


kuralının tekrar uygulanması ile: 


log (x — 7) —2sin 5 Cos 7 
“ Lim—<————>—lim— — 0 
ig > X-R 1 İ 

-2 


X-K 


bulunur. 


: K 
log (e EE 2) 
10. Lim ——— — 


limitini hesaplayınız. 
r sec x 


— şeklinde olup L'höpitale kuralı uygulanırsa : 


11, 


12. 
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1 
log (« — 2)  ” 
, Di cos rx 
Lim —————- lim —— —-lim——— —— 
p sec x » secxigx * Tr). 
**Z **z *z *—5 sin x 


elde edilir ki bu da v belirsiz şeklinde olduğundan L'höpitale 


kuralının tekrar uygulanması ile : 


log fs — 7) 5 il 
: N —2sinxcosr i 
NE sex yi x—-E-İcos x--sinx ei 
ğ li 2, 
bulunur. 


Lim log(2-4- 3e*) log ( 7 2) limitini hesaplayınız. 
© 
OX« şeklinde olup: 
Lim log (2 -4-3e*).log fı K 2) — Lim 198 (2 32) pop | 14 5) 
Xx X X X 


xXx» 
yazılırsa 
Lim log (1 ie x)” loge 1 
xx x ' 
ve 
3e* 
Lim EĞT) pim İİ imz 2 
olarak : | 
Lim log (2 4 3e”) log ç ie >) si 
x->© . x 
bulunur. 


Lim(a — x*) ig — limitini hesaplayınız. 
xa Za 


0Xe şeklinde olup: 


imla ig, EE 
Dia (a? — x*) tg SE Lim ye 


12 cotg 3 
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13. 


14, 
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yazılarak 5 şekline sokulmuş olur. Bu limite de L'höpitale ku- 


ralını uygularsak : 


5 TX il — 2x 
Lim(a? — x)tg d. Lim - — 
yg “ xa. E. çosec? 

2a 2a 
RE 
4ax sin? 5— ” 
i 2a 4a 
— Lim — — — 
xa 7 


bulunur. 


Limfargsh x — log x) limitini hesaplayınız. 


Pim *İ 
o — belirsiz şeklindedir. 
argsh x -log(x--Vı?$1) olup: 
Lim (argsh x — log x) — LimfJlog(x-4-Ve?1-1) —log x| 
x-—»W 


Xx» 


bulunur. 


/ 7 EE NE 
imi İr — Tİ limitini hesaplayınız. 


1 İsim işer 


Lim|,—— — —— e b 
x-—1 İSE x—1 x—>1 G&—i)logx 


yazılarak ifade o belirsiz şekline sokulmuş olur. Buna da L'hö- 


pitale kuralı uygulanırsa : 


1 
1 1 e 
Lim Em — İl SM e m in ann İm 
x>1(l0g x x— x—İ ide x>lx—İ-xlogr 
X 


KE e Sele. 
11 t1i5logx 2 


bulunur. 
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sin My 
15 Liml—* x—sinx limitini hesaplayınız. 
x—01sinx 
sin x sin x 
Xx. )xz—sinx x x—sinx 
Lim | —— — Limli - — 
x—0 | sin z) EO | 7 sin Xx 
ekl 
x 
; —1 
— Limf1 a KA 
kd * sin x sinx 


16. Lim (5 - | limitini hesaplayınız. 


X—>9 


k 
17. Lim(I--xf limitini hesaplayınız. 
x>0 


k 
k 1 
Lim (1x — Lim a Fx)” | — ek 
x—0 Xx» 


18. oZim Gi  $xsin -) limitini hesaplayınız. 
ir m m 


19 belirsiz şeklinde bulunduğuna göre : 


a a 
y—>|cos —--xsin — 
m m 


a > a 
log ye mlog (cos yari --xsin —) 
yazılarak OX ec şekline ve: 


log (cos S #xsin 2) 
m ÇO m 


logy— 1 
m 
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yazılarak 5 şekline dönüştürülmüş olur. Buna da L'höpitale 


kuralını uygulayarak : 


1 a —a a —a 

——— |(-sin—:—,-4xcos—e. — 

a a m m m ra 
cos— -xsin— 
m m 


Limlogy - Lim 


mM-—>00 m—>© 


a 
— sin — 4 xcos 2) 
N m 
— İpe ——— 
mx cos - - xsin 2. 
m m 


ve 


Limlogy-ax dende Limy—e” bulunur. 


pW 
19. ız (1 ig'Nx)“ limitini hesaplayınız. 
x— 
19 belirsiz şeklinde olup: 


m 
yallktevN” 
den 


pi 21/y 
logy 5 log (1 4 tg? Vx) - Joz(l # tg Vr) İ vx) 


yazılarak T şekline varılmış olur, Buna da İL'höpitale kuralı 


uygulanırsa : 
Lim log y - Lim 19g(i *- tg'Vx) vx) 
x -»0 2x 
2 tg Vx (1 --te'Vx) 
RE 
eN 2vx(1 -te?'vVx) ME tgvx > 1 
x>»0 2 x—>02 2x 2 
ve 
Limlogy- 5 den de Limy-—e”?—ye bulunur. 


20, 


21, 
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rx 


ig 
Lim(2—x) 2 limitini hesaplayınız. 
xl 


19 belirsiz şeklinde olup : 
Tx 


: 2 —- 
ue) 2 den log y — bg 7 logl2 — EC x) 


yazılarak v belirsiz şekline varılmış olur. Bu ifadeye de L'hö- 


pitale kuralını uygulayarak : 


—1 
9—x 2 sin? iz 2 
Lim lo Lim ——— — — Lim— — — — 
ey— xl Kİ? 1 72 — ») 
sin? 
2 
i 2 
ve Limlogy— > den de Limy--e” bulunur. 
Lim(ig x)' > limitini hesaplayınız. 
a 4 
19 belirsiz şeklinde olup: 
log tg x 
— tg Ir pa a—2..2.. 
y>(tgr)':” den logy-tg2rlogtgr cotg İz 


yazılarak Di şekline varılmış olur. Buna da L'höpitale kuralı 


uygulanırsa : 


1 
logtgx cos'xigx 
Lim log y>Lim N cotg İz “ Lim My 
—5 ye 7 **5 sinir 
2 
- Lim— va iz Lim (<— sin 2x) - —1 
, o Ssin2x pi 
x-—» 4 7 


ve Limlogy——1 dende limy—e-i— i elde edilir. 
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23. 


24 


gö 
Lim G <) limitini hesaplayınız. 


x>©. 
19 belirsiz şeklinde olup: 
Mi 
Ni a mii MN 
y|eos E) en logy— xlog cos - - — — 


— 


x 


yazılarak N belirsiz şekline sokulmuş olur. Buna da L'höpitale 


kuralını uygularsak : 


2 sin — 
. 9 0) Du 
log cos — cos — 

; Xx 5 x R 2 
Limlog y - Lim-——-.——-- — Lim — — —Lim—x.tg— 
xXx» Xx . XxX» MK 2 x-*© x 

2 © 
ı ig > 
— Lim—2 e 2 
x—»0 üre 
& 


elde edilir ve Limlogy-— —2 den de Limy—e-? bulunur. 


Lim (log x)80-*) limitini hesaplayınız. 


xe 

19 belirsiz şeklinde olup: 

y > (l0gx)8-9 den logy-log(x— e)log(log x) 
yazılarak 0X ce şekline ve: 


 Jog(x — e) 
li 
log(log x) 


logy 


yazılarak da — şekline sokulmuş olur. Bu ifadeye de L'höpitale 


“kuralının uygulanması ile: 


Belirsiz Şekiller o 207 


1 
Limlogy> Lim ogi —e) — Lim - 
are x—>e ARE Mı LR 
logilog x) xlogx 
logXlog x) 
2 
ME xdog x.log”log x) 
x »e x—e 
ai log xlog*l0gx)--l0g”108x)--2 log xlog(log x) 
1 
x-—*e 


bulunarak limlogy-—e*'-—1 elde edilir. 


1 
25. oLim(I--aigx)” limitini hesaplayınız. 
x>0 , 


19 belirsiz şeklinde olup : 


1 1 
Lim(1-atgx) * — Lim a siler ge 
x>0 x-»0 7 


bulunur. Ayni limit: 
1 


yl katga)* den log, — LEE) 


Xx 
yazılıp L'höpitale kuralının uygulanması -ile : 
all -ig'x) 
v . İ-katgr ,, ali --tg'x) 
Limlogy>lLim—— © —j|im-——S9-“*-— 
x-—0 v x>x0 1 x—0 1-a İgx 


ve Limlogy-—a dan Limy>— e olarak da bulunabilir. 


x x 
26. Lime -E) limitini hesaplayınız. 


ere. 


19 şeklinde olup: 


, y- Gigi Xİ den logy — xlog (et x) yazılarak OX e 
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şekline ve : 7 
ye A 
log (e * -) 


logy- i 
x 


şeklinde yazılarak ta Ri şekline sokulmuş olür. Bu ifadeye de 


0 
L'höpitale kuralı uygulanırsa : 


1 
log (et >) 
Xx 1 7x 
Limlogy — Lim i — Lim" İl 2 
xx x»00 ez xx 4. - 
x 


Xx 


ve Limlogy-x2 dende Limy-e? bulunur. 


/ 
27. o Lim(log?x)/—İ98X limitini hesaplayınız. 
x-*re 


1* şeklinde olup: 
1 


I—log x log. 2 
y(log'x)i—eE” den logy- log (log? x) 


1—logx 
yazılarak © belirsiz şekline varılmış olur. Bu ifadeye de L'hö- 


pitale kuralı uygulanırsa : 


2logx. — 
logix R 2 
Limlogy — Lim—“— —Lim—- -—2 
m eş 1 xe Oİ0gx 


Xx 


ve Limlogy-x—2 dende Limy-—e? bulunur. 


28. Lim(ehx—1)"»* limitini hesaplayınız. 
x*0 
© belirsiz şeklinde olup: 
-y—(ehx—1)er den logy— shxlogfehr—i) LEED 


sh x 


Belirsiz Şekiller | 209 


yazılarak L'höpitale kuralının uygulanması ile : 


sh x 
” , , Ghx—İ shix 
nn Wii e —chx ki ch x—chix 
sh? x 


— Lim 3 shirchx Tia 3 shxchx —0 
>x0shx—2s5hxchx g0 1—2chr 


ve Limlogy-0 dan Limy-e9-i bulunur. 


29. Lim(3-4-2e'*)7- limitini hesaplayınız. 
TR 


ii 
<9 belirsiz şeklinde olup : 
yz(3-2e5)7-> den: 
log y — (m -— 2x) l0g(3 4 2ete”) (7 — 2x)log ete *(3e-t1--2) 
—(4—2x)llog(3 es” 4-2) - log ets*) 
— (r — 2x)l0g(3e*8 -4- 2)-4-(x — 2x) logeti” 
— (x —2x)l0g(3e-t5* S2) -4-(x—2r)tgr 


yazılarak buradan: 
Limlog y - Lim(/(x— 2x)10g(3 e-5*-4- 2) -- (x— 2x)tg x)| 
R r 
x—> 7 x—> Dı 
R r cosx 


Xx 


ağ? 7 
,. — sin r—2 5 
—Lim 22sinx t(—2a)cosx 
r — sinx 
>> 


ve Limlogy—2 den Limy-e> bulunur. 


Aşağıdaki limitleri hesaplayınız. 


N x—a 
30. yi era Cevap: seca | 
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31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37, 


38, 


39, 


40. 


41, 
42. 


43. 


44, 


45. 


46. 


47. 


48. 
49. 


50. 
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... Âresinx 
İn esin x 


x>0 x 
Lim Arctg x 
x-0 x 


.. X—8İnXx 
Lim ——-— 


xx0 »3 
Lim 1— cos x 
x—0 


Li sin?x —2sinx 


x-e0sin3x —3sin x 


Lim sin x3 
x—0 Sini x 


3-4 5x4 
2x4-x3-4-3x4 


Lim (x2 — 1000 x) 
xXx» 
4 
Lim ei 
xI Ve —1 
Lim xcotgx 
xx0 


Lim 2 tx—30 


e Vei-3 


Lim x sin -£. 
x——>© x 
Lim (sec x — tg x) 


x»E 


Li 2tgx—tg3x 
el — cos 3x) 
(— sin x) 


Lim Xi (1 —cosx)3 


x—0 


sin 3x4 ve —3log(i-r) 


a 


x0 


x*(—1) 


x(A—cosx) 


Aretg x — Aresin x 


Cevap : 
Cevap: 
Cevap: 
Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 


Cevap : 
Cevap : 


Cevap: 


Cevap : 


Cevap : 
Cevap : 
Cevap: 


Cevap : 


Cevab : 


Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 


Cevap: 


sm elm oj- rn 


a 


vol 


| 
OR 


ww 


51, 


52. 


53. 


54. 


55. 


56, 


57, 


58. 


59. 


60. 


61. 


62, 


93. 


64. 


65. 


66. 


67. 


e((—e*) 


EF or 


e 4 e—-*—x2—2 


Lim sin? x— x2 
x>0 


Li sinx-— Arctg x 
vap Mlog(l Ex) 
2 cos 2x —İ 


Lim 


sin3 x 


log x 


Lim (X—2x)tgx 
r 


x>> 


2 


Lim sin 3x cosec 5x 
x—>»0 
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Cevap: İ 
Cevap: — : 
Cevap : < 
Cevap: —2y35 
Cevap: 3 


Cevap: log Ni 


Cevap: 0 
Cevap: 2 
Cevap: — 5 
Cevap: — * 


Cevap : 5; 
Cevap: 5 
Cevap: O 
Cevap: O 
Cevap: 0 
Cevap: 2 
Cevap : 5 
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68, Lim e—islog ör Cevap : 
x>© 
69. Lim xae-nx Cevap H 
o 
mi Del 
70. o X—R igx evap : 
; 1 x 
71. Lima og x ) Cevap : 
i ( — 5): x 
72. else x 2 g Cevap : 
<7 
i PR Dİ EN 
73. Lim (tg x na te 5 ) Günü 
7 
tig x i 
74, keki Er) Cevap : 
x 
3 , ; 
75 Li (Ez Ye Cevap : 
, im | —— 
x01 * 
76. Lim (5) “© Cevap: 
xi 
77. o Limshrlogx Cevap : 
x—0t 
78. Lim (sh r)te Cevap : 
x—0t 
79. bel x Cevap : 
x—»i 
80. He edt x)» Cevap : 
x-—» 
1, Mak 
81. Lim x1—x evap : 
x-—» 
82. Lim e-tEx sec?x Cevap : 
63, dip xMtez Cevap : 
Xx» 
N 1 logx 
84, Lim(zzr) Cevap : 
85. Lim (e* 4- x)1/1 Cevap : 
x—>80 
86, İkea x)eosec x Cevap : 
xx 
87. pi “sin x)1/* Cevap : 
x 
68. Lim x* Cevap- 


xx) 


i, 


2. 


10. BELİRSİZ 
İNTEGRAL 


/ (2 Sir“ - - >) dx integralini hesaplayınız. 


. 


lom - * a) f 2ar4 find JE Ee 
-> ll rde-3 J li J vE 4 / xdx 


2 pd, e 
Zx 75 1logx tc 


/ Ni x2—-3)xdx integralini hesaplayınız. 


| (2-3) xdx Je 3x)ex x1-- 5 x2-c 
veya x?4-5--u değişken dönüştürmesi yapılırsa 2xdxr—du, 


x dx — zdu olarak : 


JB) xde - 5 (udu— |4C- 7 (043y4C 
J 4 4 
bulunur. 
/ (ax? -- 2bxM(ax 4 b)dx integralini hesaplayınız. 
ax?--2öx-u değişken dönüştürmesi yapılırsa 
Gü“ diydi dü ve (at i)d 5 dı olarak : 


far *- 2bx)' (ax * b)dx - NE u'du— > w-4-C 


(ax? 4 2bx) -C 


bulunur. 
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#(ax--bjdx 


de 2bx integralini hesaplayınız. 


ax2-4-2bx - u değişken dönüştürmesi yapılırsa 
(ax 4 26) dr - du ve (ax 4-6) dx - 5-du olarak: 


4(ax -- b)dx du. 
e ei 2 (5 — )logu--C 
— 2log (ax? 1- 26x)--C 
i — log (ax?-4-2bx)7-4-C 
- bulunur. 


5; / (e“* 4-b)*e“*dx integralini hesaplayınız. 
e”*--b -u değişken dönüştürmesi yapılırsa ae“dx — du ve 
edu - — du olarak: 
Şeri bperdu <5 futdu- g4 - g (erke v0 
a 3a 3a 
bulunu! 


6 pale 
" J ig(ax--b)--C 


tg(ax--6)-4-C—u değişken dönüştürmesi yapılırsa 
sec?(ax--b)adx-—du ve sec?(ax--b)dx - — du olarak : 


sec? (ax -- b) dx — du. 1 
İaie Gİ - zlogu tk 


- > logltg(ax - 6)--CJ-K 


integralini hesaplayınız. 


bulunur. 


Ze / cos( 2x) 4 3x) (4x4-3)dx integralini hesaplayınız. 


2x74-3x—u değişken dönüştürmesi Yapılırsa (4x--3)dx— 
olarak : 


Belirsiz integral (215 


f coslarr$3n) (ürr3yde— ( cos udu-—sinu--C 
— sin(2x? --3x)-C 


bulunur. 


/ Vsin x cos?x dx integralini hesaplayınız. 


fvsinz cosix dx — / Vsin x (1 — sin?x) cosxdx 


olup sin x - u değişken dönüştürmesi yapılırsa cosxdx —du el- 
de edilerek: 


vsin x cosix dx - / u?(1 — u)du | w— u2) du 
ap? — 2 yniç 
7 
3/2 2 m 
e 


- sin*/2x(7 — 3 sin?x) - C 


bulunur. 


| sec'2x dx integralini hesaplayınız. 
/ sec'2x dx — J seci2x (sec?2x dr) - j (1  tg”2x)? sec? 2r dx 


J (1 -2tg'2x - tg!2x) sec?2xdx 
olup ig2x su değişken dönüştürmesi yapılırsa 2sec?2xdx - du 


ve sec2xdx 5 du olarak: 


| secixdz - | EU 5-22 ku')du 


“Şlukzetze —C: 


zi e ge © 
s5 ig 2x 3 er iğ tg'2x -C 


bulunur. 
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10, 
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J cos?x dx integralini hesaplayınız. 


cOSİx — 5 (1-4 cos2x) olup: 


f cosizde zf * cos 2x)dı — 5 x $ Zsin2x *C 
dir. 


/ Vieosxdx integralini hesaplayınız. 
1--cosx - 2cos? 5 olup : 


İVTFTSK da - (vE cos5 dı -2W2 sin 5 -c 
dir. 


NN EEE integralini hesaplayınız. 


2x -u değişken dönüştürmesi yapılırsa 2de-du 


dü 5 dolarak 


du 1 a 
İs 5 Warm 7 Ye pc 


1 , İx 
-  arcsin > *-c 


bulunur. 


/ BE integralini hesaplayınız. 
Nix—x 
V4x— xi -Y4— (X — 292P olup: 
2 4c 


(—2— — İs — Arcsin 
Jİ N4Ax—x vV4—(x—2)8 
dir. 


ve 


1d, 


15. 


16, 


17. 
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dx i ee ii 
/ Dol 5 integralini hesaplayınız. 


(a : 2 dx O | 9 dx 
| 2x2 46x45 | 4412x410 Ox r-3) Fİ 


olup 2x--3-—u değişken dönüştürmesi yapılırsa 2dx—du 
olarak : 


Jarir3 iğ öz F5 ai — arctgu $ C — arcig(2x 4 3)--C 


bulunur. 
JEL integralini hesaplayınız. 
(X-—1I)dr li (0x — 4)dx dx 
/ — 4x--8 Jx—4x 48 t3 iş 
l, 
— çe logla? — 4x 48) - 3 li a 
5 log (x? — 4x -- 8) 4-3 aretg 152 4-C 
5, integralini hesaplayınız. 
al temi ka rk 
4x2 4x—3 5 4x2. 4x3 Flare 


yk 2 > i dx 
8 log(4x? -- 4x 3) 2. Dİ OANTOPEE 


iy e E 2 ml EE İR 2x—1 : 
€ 3 log(4x? -- 4x 3) 4 5 085, v3 HC 


ai integralini hesaplayınız, 


(2x--3)dx 1 ((18x—12)dx 


13 
9x? — 12x48 9 )92—13x48 ' 3 / 3x— 274-4 


glog(ir! 12x48) İz arctg — 3x— g- -c 


il 
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18, 


19. 


20. 


21. 
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YL lş integralini hosaplaymlz; 
—x--2x 
(2x id —(CG 2x2) t3, dı 
V— x51-9x43 NZx319x43 
0 ((2x$2)dx / dx — 
VN—2 42x13 vVâ— e 
—2N—x1427x4-34-3 arcsin” Il iç 
Vr integralini hesaplayınız. 
— X—x2 . 
"Gtdde . (G2 )dr dx. 
V5—4x—i J N5—dx—xi m âx—x? 


Ag ÇARE  d& 
V5—4x—x2 7 Ti 


— — V5—4x— x 4. arcsin zi -c 


| nn integralini hesaplayınız. 
igx -u değişken dönüştürmesi yapılırsa zada olarak: 


dx O 
: sesiz “| öoşi; de | (vileda — Ja -u)du 


—-ukz pC-igri iz tg x4-C 


bulunur. 


5 
cos'x dx 
: İri lini h il ız, 
/ inç integralini hesaplayınız 


. 


çe dr. ( (— sine)'cosxda 
sinx — , sin x 

' yazılıp sinx -u değişken dönüştürmesi yapılırsa cosxdı —du 
olarak : 
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cos'xda gd esi cosrdr. — ÇALI 
sin x sin x u 


- 


p 
“ 


e a yi GC 


. 


l 


log sin x -- > sinix — sinix -C 


bulunur. 


22, f sinir dx integralini hesaplayınız. 


J sin'3x dx — f sin* 3xsin3xdx - ja — cos?3x) sin 3x dx 
j (1 —2c0s'3x -- cos'3x) sin 3x dx 


yazılıp cos3x su değişken dönüştürmesi yapılırsa 
—3sin3xdx--du olarak: 


/ sin'3x dx - — 5 fa —22-- u*)du 


za 


fi 
- 
<5 
R 
| 
lw 
E 
Li 
g5 
i 
i Lemi 
R 
EN 
:. 
o 


Bika si e aim. e 
— g <0s3x - g <os'3x j3 <0s'3x CC 


bulunur. 


23. | tg dx integralini hesaplayınız. 


Jtg'x dx > İtg'rltg?r1—1)dx — | tg'altgtrki)de— | tg dx 


EZ — tgix— | tg”x(tg'x-4--1—1)dx 


l 


çig'r— f igrliğte ik i)det J tirdx 


— £ tg'x — 5 gir —- izsiz -1—i1)dr 
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24. 


25. 
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Rat Tİ 1 


- Şigir — 7 gta Xx f terlişiri Yar - Jisrde 
1 Ay 7 
gigi. gz ig'r ti gtg'x tlogcosx -C 


ng 


. 


/ cos'x dx integralini hesaplayınız 


Jcos'x dx - Jcos'x cosx dı -fa — sin?x))cosxdx 
-fa — 2sinix -- sin'x) cosrdı 


yazılıp sinx - u değişken. dönüştürmesi yapılırsa cosxdx - du 
olarak : 


| cosix dx far u)duu—Şulk çu c 


. 


— sinx — : sinix-- Ş sinix --C 


bulunur, 


/ sin x sin 2x sin İx dx integralini hesaplayınız. 


. 


f sin x sin 2x sin3x dx — /- sin 2x(c0s 4x — cos 2x) dr 
> | (in 2x cos 2x—sin2xcos4r)dr 
1 


GE : 5 sin 4x — 5 (sin öx — sin 2)fdx 


i f (sin 4x — sin 6x -- sin2x)dx 
— 4) - 7 dos 2x— g0s 4x-- ge0s6r| KC 


i 
yi cos 6x — 6 cos dx — g <os 2x--C 


26. 


27, 
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e ii integralini hesaplayınız. 
cosec 2x — cotg 2x 


dx oo of sinlrdx 
cosec 2x —cotg 2x J1—cos2x 


olup 1—cos2x—u değişken dönüştürmesi yapılırsa 2 sin 2xdx -du 


ve sin2lxdx — > du olarak : 


dx 1 (du 1 
ren Ni İz Şi) Giy e 


A. 


bulunur 


| sec'xda integralini hesaplayınız. 


J sexdx > j secix secix dx 


yazılıp kısmi integrasyon kuralını uygulamak üzere seci —u, 
sec?x dx -du kabul edilirse 3sec'xtgxdx-du ve tgx-—-w 
olarak : 


J secix dx - sec'xtgx—3 J secix tg'x dx 
— secixtgx—3 J mele —ı)dr 
— sextgx—3 J secix dx 4-3 / secix dx 
4 | secixdx - sec'xtgx:-3 J secix dx 


elde edilir, Şimdi de J secix dx i hesaplamak üzere kısmi integ- 
rasyon kuralını uygulayalım : 


: secix dı — j sec x secix dr 


yazılıp secx —u, secixdx — dv kabul edilirse secxtgidx du 
ve tgx - v olarak: 
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J secix dx > secxtgx— İsecxig'xdx 
:- secxtgx — J sec x (sec?x — 1)dx 
—secxigx — f secix dx 4 fsec x de 


2 J seci dx - secxtgx:-log(secx -tgx) 


| secix dx 7 sec xİg x-- 5 log(sec x -- tg x) 


. 


bulunur. Bu sonucu Jsecix dx ifadesinde yerine koyarsak : 


4 secix dx - 
— secirigx * z secxtgı-- 5 log(sec x --tgx) 
ve: 


J secix dx — 


3 secix ig x-- z sec x İg ” -k Zlog(sec xİtgx)--C 
elde' edilir. 


Xx e" arcig x dx 


28. ——-----—- integralini hesaplayınız, 
VOEP ğ 
Kısmi integrasyon kuralını uygulamak üzere ——— —u : 
grasy ya Yire 
a arctg x 
e — dv kabul edilirse EE Dn —du ve Tetimterey 
olarak : 


/ xevarte* de Ni x güneşi 1 le esarete * de 
GAY RE ayilr (1x2 
elde edilir, Şimdi de ikinci taraftaki integrali hesaplamak için 
kısmi integrasyon kuralını uygulamak üzere : 
1 5 ga arte * de 
Vps © İpe 

kabul edersek : 

— xdx 


—du ve İeririer 


29. 
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olarak : 
e mf 
VAFİ TaviR eleyipr * «) vüp 


xe arctg x e arctg r 1 xe“ arctgr 


fı e 2) xesariz” de — (ax e 1) eter 
a Vü-—-xp yil x? 
” e arte * de (ax — 1)e“ arcig r 


VARA Çe şiyyiğe 


bulunur. 


sin 3xe'dx integralini hesaplayınız 
sin X 8 Pam 


| e -f6 —4 sinle)e'dr - (1 - 2 cos2x)e*' dr 
ferda 4 f2c0s2x ede. 
—e hk f2ecos2x dx 


yazılıp ikinci taraftaki integrale kısmi integrasyon kuralını uy- 
gulamak üzere e*--u , 2cos2xdx—du kabul edersek e'dr--du 
ve sin2x —vw olarak: 


J2ecos2xdx — e” sin 2x —Jet sin 2x dx 


elde edilir ve ikinci taraftaki integrale kısmi integrasyon kura- 
lı tekrar uygulanırsa : 


f2ec052xdx -esin2x-- 7 e*cos2x — > fe cos2xdx 


5 fe cosüxdr - e" sin 2x -- 5 e” cos 2x 


2 fe cos İxdx — etsin 2x -4- ; e“ cos Ir 
olarak : 
a eğ ; e(4 sin 2x -- 2 cos 2x) --C 


bulunur. 
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30. 


31, 
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— integralini hesaplayınız. 


Yİ o -fe* cos 2x dx 


olup bu integrale kısmi integrasyon kuralını uygulamak üzere 
e ”“-u, cos2xdr-du kabul edilirse —3e-“dr—du ve 


> sin2x -w olarak: 


/ e” cos2xdı — 5 e“ sin 2x -4- > / e *“sin2xdx 


elde edilir, Şimdi de ikinci integrale ayni kuralı uygulamak üze- 
ree “-u, sin2?xdx - du kabul edersek —3e-“dx-—du ve 


— 5 cos 2x - v olarak: 


fe sin 2rde — ye cos2e— 7 fe e“ cos 2x dx 


elde edilir ki bunu da yukarıdaki ifadede yerine koyarsak : 
J e “cos?xrdx 5 e“ sin 2x— 7 e “cos2x — z f e“ cos?2xdr 


> il e“ cos?xdı — > e“ sin2x — z e *cos2x 


JE 15 gö; (2sin 2x — 3 cos2xr)--C 


bulunur. 


/ xaresin x*dx integralini hesaplayınız. 


Kısmi integrasyon kuralını uygulamak üzere xdr-du, 


ii 2x dx 
arcsin x? -u kabul edilirse >-—w ve 


2 yVi—xi 


2 3 d 
X & x XxX 
T xarcsinx?'dı — DE arcsin x2— / — 


— du olarak: 


— > arcsin M5 VI—xi--C 


bulunur. 


32. 


33. 


Belirsiz integral (225 
j x(log x)? dx integralini hesaplayınız. 
Kısmi integrasyon kuralını uygulamak üzere (log x)*) -u., 
4 
«de — do kabul edilirse > log xdr—du ve > —v olarak: 
3 2 14 2. 1 3 
YE (log x)? dx — z* (log x) -Ff4 logx dx 


elde edilir. Şimdi de ikinci taraftaki integrale ayni kuralı uygu- 


lamak üzere log x—-u, x*dx-du kabul edilirse — du ve 
4 
vu -u.olarak: 


1 1 1 1 
3 eği EM A ei 
YE log xde > 7 x'logx i)* dx g x'logx 6 * 


bulunur ki bunu da yukarıdaki ifadede yerine koyarsak : 
x*(lo a Alb x>— 4 opr i x4C 
s 4 z 8 32 


-5 (8 (log »*—4l0gx“4-1)4-C 


sonucuna vVarılır, 


J (2— 1) arcsin 2x dx integralini hesaplayınız. 


Kısmi integrasyon kuralını uygulamak üzere arcsin2x —u, 


3 
(2—1)dx—dvw kabul edilirse a — , odu ve > —x—u 
—4x 
olarak : 
; vi 
je 1) arcsin 2x — > (5 — z) arcsin 2x — Z ei 


elde edilir, Şimdi ikinci taraftaki integrali hesaplamak için de 
2x-sin p değişken dönüştürmesini yapalım. Bu halde 2dx-—cosçpde 
olarak : 
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34. 
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2 sin y— 2 sin 
—Se)de (3 * 3 Yı, iş 
VI—4? cos 9 Dae 


LAM 
mi (is sin 1) sine ae 
1 N Lİ 
- İz (11-- cos? ç) (— sin p) de 
ig e (4 cos 91 5 —- CO? ») 
1 2 
- 8 cos 9 (33-- cos? o) 
1 Vi—4r 2 
iğ 1—4x (34— 4x2) 


bulunur. Elde edilen bu sonucu yukarıdaki ifadede yerine ko- 


. yarsak: 


/ (2—1) arcsin2rdı— 3) arcsin 2x -3g(17—28) V1—40-C 


sonucuna varılır. 


/— 2xdx integralini hesaplayınız. 


cos İr 
sin2xdx 2sinxcosx o (2sinxdx 
cos 3x 4 cos'x—3cosx J 4c0s?x—3 


olup cos x -u değişken dönüştürmesi yapılırsa —sinxdı-du 
olarak : / m integraline varılmış olur. Bunu hesaplamak 


üzere: 
—2 A DE B 
4w—3 ii 2u—Y3 


yazılırsa A— e B-———— olup: 


v3 ye 


35. 
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—2du 1 1 “1 
Jİ 44—3 y3 J Gi ; 73) 5 


bulunur ve u yerine cos x yazılırsa: 


sin 2x dx 1 İs 2 cos x-V3 


ar mm LEE 
J cos3x oO2y3 Sök v3 


sonucuna varılır. 


J xe“cosxdx integralini hesaplayınız. 


Kısmi integrasyon kuralını uygulamak üzere xe*—u, 
cosxdr-du kabul edilirse (e“-4-xe')dr--du ve sinx—w 
olarak : 


Jxecosxdr -xe'sinx — İle 4 xet)sinxdr 


— xe'sinx— fetsinxdr — İ(xetsin dı 


| 


xe'sinx — (e sinx— fe COS Xx da) 
#xecosx—|(e * xe)cosxdı 

-xe'sinx— esin x --/ e*cosxdx 4 Xxe'cosx 

— fJe'cosx dx—|xe'cosx dx 


2 İxe'cosxdr - xe'sinx--xe'cosxr—e'sinx 


—(4—l)e'sinx--xe'cosx 


f sercosxdı- — e sinx -- ze cosx 4C 


bulunur. 
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36. 


37, 


38. 
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j Va?—x?dx integralini hesaplayınız. 


x - asinç değişken dönüştürmesi yapılırsa dx — acosp dp 
ve Va?—x—a cosp olarak: 


J Va — idea li cos?p dp 
- Ya fa Sâd da) di 


-yalet 7 sin2e) 4C 


elde edilir. Halbuki p — arcsin > ve sin2p -2 va —r 


olup : 


/ yali dı -5 fs yal ZA 4 a aresin 2) -c 


bulunur. 


/ raya integralini hesaplayınız. 


x-atgop değişken dönüştürmesi yapılırsa dx — asec?'9 dp 
ve Via —-a secp olarak: 


b 1 (de 1 1. 
eri a aj cesed m m 
b | v2 ii İ z li. . 

ulunur ve tgp 5 olduğundan sin p Yara olarak : 

* dx x 
/ Tap” ye ia ER -c 


sonucuna varılır, 


j Xİ Ya?—a?dı integralini hesaplayınız. 
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xa sec g değişken dönüştürmesi yapılırşadı-—asecetgode 
ve Vö—a'—-atgp olarak 


je Ve — ade a Jte'e sec'p do 
> a J (g9 * tg*y) secip dp 


-a İşte tg” e)4c 


m—a 


elde edilip secp — > ve İgp — z olduğu göz önüne 


alınırsa : 
Jj VE Zatdas iç MT (204 3x9) 4G 


bulunur. 


442. p2)iz 
39. integralini hesaplayınız. 


xa sec p değişken dönüştürmesi yapılırsa dx—a sec p tg e dp 
ve xw—a-atg'p olarak: 


(2— ayr a tg” © 
p dx EE öş asecotgedp 


-—a 1 tg*'pdp 

-a il tg?p (sec'y — 1) de 

—a J (tg?p sec?p — tg?) de 

— a / (tg? sec'p — sec?p 4-1)de 


3 
— 5 tgp—a'tgp--ap-C 


; 


bulunur. Halbuki sec p — > , P  aTCCOS 


İİ 


Tr . a 
— — — arcsin — ve 
2 Xx 
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40. 


41, 
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v > 
ig ç — olup : 


2. gin NE 
J e a) ese (2—a1p0— ia —a* aresin < 4-K 
x 3 x 
elde edilir, 


vi Vİ 2x—3 


e) dx integralini hesaplayınız. 


VE 21—3 — —VE ki) — 4 olup x-- 1 — 2 sec p değişken 
dönüştürmesi yapılırsa. 


dı -2secçtgede ve V(x--1)—4-—2tgp olarak 


ge Ne $ 2x—3 , Sİ 2 tg 


2 sec p 


2 secotgodş 
-2 (tee de 
—2)(tg'9 4-1—1)dp 
— 2tge —2çe -C 
--1 il x--1 


elde edilir, Diğer taraftan secp-— , Yarcsec—>5—, 


MEM al 
tg e — Vsep—i— A ka olup: 


2 — YA 
(EE Va? 4 2x—3 yea v dı Yı? 2x—3—2 arcsec > e © 


dir. 


EDİ integralini hesaplayınız. 


© 42x410 —(x4-149 olup x4 1 — 3 tg y değişken 
dönüştürmesi yapılırsa dx - sec'pdçp olarak: 


Belirsiz İntegral 


(4Yde  ( 3 ir -6 j 
İözmiy (FIFO Diem Bige oy ?<ede 


(tg?p ay 


t 2 
Fg 7 — sec?p de 


tgy -İ- 24 
- 5 sec?p 


Di | cos”p (gp t 2)de 


e 5 7 (sinç cos p --2c0s?9) de 
— Ş J (sinp cosp--1-- cos 2) de 

— 5 (5 sin?9 4-9 -- Z-sin 7) -c 
bulunur. Diğer taraftan ig Yy EL olup“ d— — Aret 


yi ki PM 
SİNİ — ee zag ve sin 29 — ya 3x5 
x*Ydr o 4-847 1 1-1 
Tir 10) “18 17x410)  g vg İC 
elde edilir. 


olarak : 


3 
41, / z mi İde integralini hesaplayınız. 


ni - fi ii tf 


231 


xt, 
3 


”d 
— İloglet 4-1) -- garip | Ai 


olup şimdi. de fı 1 Hi integralini hesaplamak üzere: 
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II Oo Ar$B , Cr -D 
xi N2 x-1 1. 2. V2 x--1 
yazalım. Buradan A — a B - — C— — 4 D— Ra 
2y2' 2. 2y2' 2 


bulunarak 


İl | EVİ) dr mi “(—V2)dx 
x1-41 MANİ x 1 e —yYIx41 


az Ti log(x2--V2x--1)— Tü log(x'— V2x-4-1) 


V2 dx 


> f /2 KM * vV2dr 
42 İ 2 y3x1 İRİ 


pe Lİ log AV? za İTE 
4 v2 X—V3x--1  4y2 v2. 1 
Z Gi 43) 
4 5 | ME 
; | 3 J43 İz 


1 KV 2x-1 1 
—— log ———— — > 1 
YE og ei T5 5 arctg (V2x-- ) 


* 5 JE arctg (V2x—1) 


1 24yY2x4-1 
İlam NE İ l İrem ae Yam Se 
ip al b 5 laretg (V 2x1) 
- arctg (V2x — 1)| 
4vİx1 V2x 


-——— lo Ez arct 
ay? © e beşi '3 TE SI 
elde edilir. Bu da yukarıda elde edilen ifadede yerine konulursa: 
d-xtl, 1 i Ki 5 
Tm dı— ri log (x *DE5 arctg x 
2AN9Ix--1 1 Vr. 
——— lose ————— — arct : C 
aya ei yp vi 
sonucuna yarılır. 


43. 


44. 
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/ a e integralini hesaplayınız 
(4) ea) 


1 A, B 
EDER TE eşi ŞT 
15 A($1)(2 1-1) Bx(22 1) (Cx -D)x(x--1) 
1 —(A4B4C)x4- (A4C4D)x21-(A4-B4D)x A 


olup: 


A:-B-C -0  Azl 
A-C1-D-O den B-- 5 
A-B4D-O | C-—5 
1 
A-1 | D---5 
bulunarak : 
© dx ii 1 1241), 
(41)(*x) yi x 2 x4*1 2 x-441 


1 2x 
-logx— sein m 


- fi 


- log x— 5 logle -1)— 7 log(a? 41) 


— gareigz -c 


1 l e 3 e x-C 
“a Suşığeşı 5 Se 
elde edilir. | 


4 
J vE integralini hesaplayınız. 
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45. 


Yüksek Matematik Problemleri 


olup: 


x'dx 8x 1. 8x 
5 xde $ (zig siri kli 


hulunur. Şimdi de ikinci taraftaki integrali hesaplamak üzere : 
8 A b Br kc. 
m—8  x—7 2 -2x-4-4 

yazarsak, buradan: 


Bx — A(21-2x 4 4)--(Bx Ox —2) 


ve 


4 4 8 
ei e a 
bulunarak 
xdx Li 1 24 a 
| J 82“ J ie -2 ln 
kp el AE 
2 3 |) x—2 5 242x444 | 
ci 1/5 MN 
- 5x 14 3 logle —Y— 5 2 log(e? 2x k4) 
*4 ari 
MN 2 il 
-z* a *-2x--4) 


> - aretg —— Dele C 
ti 


2 
ll de 2 x*—d4âx-4-4 
—y* * 3 SE rl4 Jig aretg 


elde edilir. 


C 
BB 2 


(0-1-2) dx 
4 2x7 


integralini hesaplayınız. 


46. 
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Ge kdde  ((, #E—i İş 
Exit © / AI) — 


— 24 x—1İ 
e fh Gr) © 


ve 
2--x—1 VA Bet 
Ğ4*-1)(2141) x*1' 241 
24x—1-(A--B)x2-4-(B-4C)ı-A--C 
A-B-—I 
B-C—>—1 li A--3, B- 2, C-—5 
AXC-—ıj , 
olup: 


(©*Y)dx 0. ii ll 
öraşi 0 İ 3 Pi şi Tt AŞİ Ja 
eri? bi fantılan 


— Xİ Flozlet )— İ log (x7--1)-- garetg x-1C 


- bulunur. 


dx integralini hesaplayınız. 


xx -2 
J x-3x24-2 


Piri? AxtB CrsbD 
13242 © 241) 2-2 


Bir 2— (AŞC) 3 (B4D)2- (24-0) x42B1D 


ve i 
AâA-0 , B-I1I , C-I1I , D-O 
olarak: , 


©--0-x--2 ia x dx 
Jar Mi Pi 
— aretig xi 5; l0g(x?--2)-4-C 


bulunur. 
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*—x—x47 


(EE —8x?—4 de (lets 3x? — 7x2 -4- Tİ de 


eye xl x1— x3—x$1 


B Cx-D 
- (lets e * ai) 


wo 
| İs Mel x—I e) > İN 
— ykiri 2logle —1) 4 iz 


2x1 5 p de 
bele 7 İş 


p > — 
47, J e m integralini hesaplayınız. 


1 3 
mii x 3x 4-2l0g (4—1)$  — 
1 


$zlog(et <a 41) — İYİ arctg lc 


18x3— 44x? 8x —2/ 
(İN) 


"18x3 — 447) 4 8x—21 2624-13 1, 
JD -(12- DEE ELİA Rİ e 


> Br -C d 
fiz 5 ga paj 


> fasa A. 


18x : 
18) 914 mi ge 


dx integralini hesaplayınız. 


— 2x —3log(e— yon 


> 2x —3log(x—1) eğ 11094140) areig 2 3 2 1G 


de © ; el 
49. ği / in di ii 
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> de of cosxdxr 
J sin3x cos x sinix cos'x 


— cos xdx 
J sinix (1 —sin?x) 


olup sinx —u değişken dönüştürmesi yapılırsa cosxdı—du 
olarak : 


Xx ” du 
hee | ma 
J sinixcosx w(1—u) 


TA B C D E 
Gİ ae ere 
İİ 11 | 
let mamtırı 


— -logu— zlog (1--u) — 5 log (1—u) -C 


—— 53 MN m 


sin x 
Vİ — sin?x 
--logtgx--C 


* log 


2 sin?'x 


3 Tini; 
bulunur, 


cos 2xdx ii 
80. İç integralini hesaplayınız. 


/ cos 2x dx *2c05'x—1 
J sinx*sin3x oO|/ 2sin2xcosx 


“2cos'x—i 
4 sin xcos'r 


olup cos x-u değişken dönüştürmesi yapılırsa—sin xdx-—du ve: 
dx du du 


olarak: 
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ğ 2c0s'x—i , 1—2 
4 sinxcos?x “üze u(1— “ig 
ve 
1— 24 A B C D 
2(1—u2) mİ Er RE 


dan A, B, C, D belirtilirse: 
ED) i 1 
rf W1—u?) gi ; beren alda 
—İ| LE Sİ topu ogliseisc 
4) 17598 3 m5 


1 1—u 1 
“giy vE 


bulunur. Bu ifadede u yerine cosx yazılırsa : 


/ cos 2x dx 1—cosx 1 -c 


sinx İ-sin 3x Siğcosx 4 cosx 
1 
— n og tg 7- — g secx -C 


elde edilir. 


/ m integralini hesaplayınız. 


5—4— 2 -(5-4-xXi—x) 
olup (5 — 4x — x2)/2 — (1 — x)4 değişken dönüştürmesi yapılırsa; 


x— pi 1? dı SY ve V5—4x—x — EF 
olarak : 
2—5 , 12ide 
xdı a 2-4-1 (8-4-1) 
li —4x— a2)? 7 
(2--1P 


md 
“iş 


52. 


53. 
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Ni 5—2x 
95 — 4x—x> 
bulunur. 
J — E.... integralini hesaplayınız. 
Yeleiz dü 


u—x —Yx? 4 x 4 2 değişken dönüştürmesi yapılırsa: 


u—7) o 2w4-2u1-4 ç | u--ul-2 
Dari » iy e Veetet2— aş 


Xx — 


olarak : 


Ji ETT -f 3 | 
Yetis 
a İs 


e u—V2 
v2 u-- v2 
— A yg VE Fr EZ 4 —y2 


2 “ VarışIıışyE 1 


Cc 


bulunur. 


dıe . A 
/ EYİ integralini hesaplayınız. 


1--2x - w değişken dönüştürmesi yapılırsa x — yen) 


ve dı -— > u? du olarak : 


240 


54. 


55. 
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2 3 LL 1Y,2 
dx 3 flu e 


(1 X2x)10 8 


hi 


5 KG —2u'4u)du 


i 


e dsi — 16w--20) -C 


— iğ (1 2x)79 (20x2 — 12x-4-9)-4-C 


bulunur. 


/ Veha dx integralini hesaplayınız. 
Xx 


? a? u? değişken dönüştürmesi yapılırsa xdx -udu olarak: 


/ yete? | -f Ve 


--xdx 


X 


xa —a 
Vel Pak yle 6 


bulunur. 


Jen -- 2x)? dx integralini hesaplayınız. 


1-4-2x9—u? değişken dönüştürmesi yapılırsa x?dx - uda 


olarak : 
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J (1 3-21 da J l -2:)12 de 
- (Fe— Yuz uda 


— İĞ — w)du 


m 
6 

1 Kİ 2 
— gz «(31 — 5) 4C 
— 5g (1429108 —1) 4 
bulunur, 


144 
56, / (x NE 5 Çi : dx integralini hesaplayınız. 


x--2u9 değişken dönüştürmesi yapılırsa x—u'—2, 
dx - 4u*du olarak: 
(-2)7—(42)* o (fu—u 
ŞE ki — de - (ei 409 du 


(—w 
Eİ du 


. 


4 


— Af fu — 284200 — 2042 — Edu 


— i3 F— Çul ge 4 24—2log(a ti) sc 


Sel 
ve u yerine (x--2)“ konursa: 


İİ e m Şe — Mek) $$ Çe 
— Ma 2) 4 Br 4 20 — Blog 2)! 41) 
.bulunur. 
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57. 


Yüksek Matematik Problemleri 


gaya KANLI, dx integralini iğ 


ŞA EEE ERTESİ js 
— (NERE — Vefki dex İ 
— Javlzkdde— (ETİ dex 4G 
olarak Vx - 2—:4 değişken dönüştürmesi yapılırsa dx —24df olup: 
JE FT ax — ft — Yor 
4 


2 
“BEİ 
— iç 884 — 10) 

“5 LOVER (3x—4) 


ve Vx İİ —? değişken dönüştürmesi ile dx - 2d olarak: 


Ja Fi dx — ft — 1) 2tat 


25 2 3 
5: : 
2. 2... 
75 08: 5) 


— 5 *-M3— Yyxri 
elde edilip yukarıdaki ifadede yerlerine konursa : 
/ xVEİ2 #VEtİ g,. 
pa cimnı--GX 
Vxt2 vx tİ 
m 2 (42) (3x—4)vVx-2— 5 e * YEx < ml -x4-C 


bulunur, 


59. 
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dx P li i 
DI EŞ ŞE integra nl hesaplayınız. 


Mi—xi — (1—x) eşin dönüştürmesi yapılırsa : 


ini de ça. > 
e ATI dağı » Vi—x > gi 
olarak : 
/ dx -/ di 
Jİ Nİ—ri pi—e? ŞE 
Ni dt 
1, 3 
2 214-1 
e y3 arct tc 
ve £— V Da olduğu gözönüne alınarak : 
Bİ 
Nİ—--1—x 


İs -1—x “iş ii, V3(—x) Li 


bulunur, 


dx 
J ————— integralini hesaplayınız. 
Ve vx 


x-49 değişken dönüştürmesi yapılırsa dx—-6?d? olarak: 
6 ödi 


İz NV Ni BE 
o (6Pdt 
-İ s1 


-6f (eek — çiş) 
— 20—32-4-60—610g(4--1)--C 
—2Vx—31Vx-4-69Vx —6 log (VYx ---1)-4-C 


bulunur, 
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A m 
Birin İ integralini hesaplayınız. 
tg Z-—:1 değişken dönüştürmesi lırsa cosx — Ee 
877 ğiş önüştürmesi yapı > igo 
> 2 2di. 
SİN —rig. dize olarak : 
dx di 
J 3cosx*-sinx-*-1 -f ii 
m ER (2—0) Tü #1) 
1 (4-1 
ku lo 1-3 tk C 
XxX 
1, EŞ Tİ 
- —- lo *-c 
> ie  —2 
87 
bulunur, 
(I—acosx)dx . di 
61, T ex integralini hesaplayınız. 
tg 7 —t değişken dönüştürmesi yapılırsa dx — mr ; 
İH 
1—2 
COS x— IE ! olarak : 
e a(1—2) 
((—acosx)dr 1-8 2 di 


1—2ac0sx-4-- a 1—2alzi şa TE 
Me (1--a)2—(1—a) | 
İri a” 8 4 (1—af) ara 


bulunur. Bu integrali hesaplamak için de içindeki kesri basit ke- 
sirlere ayırırsak : 
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(4 a)#—(1—a) Ar:-B CD 
Mae aa KA) RE t İŞA 


ve A-0, B- 5-(1—a), C-0,D > ölarük; 


2 İnişi (1--a)2—(1—a) de 
(1 ay? -(1—a)1(1--0) 


> (—ea)di 
- Jar TF aa * fe IRZ 
e arte (7 Eç1) 4 arctg £--C 


elde edilir. Buna göre: 


mk 1 te iz 
1 x Se 
— arter 18 7) 5 4C 
dir. 
İZE Ya Zaman inegraliri hesaplayınız. 
iz — t değişken dönüştürmesi yapılırsa : 
de çi is vee 
142 * FE * “ira 
olarak : 
2dt 
14-0 
İri Yi ii ” e 92 
1g 158 
2 , 


elde edilir, Bu integrali hesaplamak için de 4 sinop değişken 
dönüştürmesi yapılırsa dt — cospdp ve VI— 2 cosç olarak: 


2d e VE İzi cospdp 


Vei—E Vi—& sin p C0S9 
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v2 j Gülü 9 de 
- V2 log (cosec p — cotg 9) --C 


a LİE ol  cose 
— v2 log İnş ine) K€ 


m 1—cosp 
— V2 log in9 *-c 


1—v1—2 


*-C 


— V2 log 


bulunur. Buna göre: 


1—V1— tg3 

dı zı v 2 

J vcosx(i—cos x) v2log tg; ii 
s3 


— V2 log | cotg > Yeotg? 5 he 
dir. 


Aşağıdaki integraileri hesaplayınız. 


63. je k5)8 xdx Cevap : öğ 2--5x7)9 -C 
64. f s0e50 tg 0.d0 Cevap : 5 see 0--C 
65. Nd Cevap: İyi E3 
YERİ evap 3 vM3x *-2-4--C 
3x--İ 3 
66. İz & Cevap : 2.(3x24-2x41)234C 
Vird ki eVEP (3x2 4 2x 4 1)23 
67. i > ö dö Cevap: arctg(sin0) -C 
68. J cos O (2 — sin 0)3 d0 Cevap: — : (2—sin6)--C 
69. ei dx Cevap : 5 (sretg M2 --C 


70. js cos Xx? dr Cevap : K sinTx2--C 


71. 


72, 


89. 


90. 


j sinltg 0) sec20 d0 


(5 Mesire) x) e 


Ik 


du di 
J53 ei 


“dx 
v4 —3xr 


fs sec x2 dx 


x dx 
1-- x1 


/3 0 d0 i 
a--b cos?0 


je tge*dxr 


dx 
(—2)2 4-4 


e*dx 

221 —9 
a*dı 

vi —ar 


m dx 
Xx vV4—log? x 


dx 
v1—4x— 4x2 


(zl 
x246x--172 


j (2) dr 


V3-2x—x2 
(—x)dr 
3x2—4x4-3 


fa Tari 
j x dr 
x9-7x2—3 
js sin x dx 
Jarecos x dx 


Cevap : 


Cevap : 


Cevap: 


Cevap : 


Cevap H 


. 


Cevap : 


Cevap : 


Cevap ; 


Cevap : 


Cevap : 


Cevap 


Cevap : 


Cevap : 


, Cevap: 


Cevap : 


Cevap : 


Cevap : 


Cevap : 


Cevap: 


Cevap: 
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— cos (ig 0) -c 
x--C 


1 (dc 
(8) 
vi eren VE C 


5 log (ec x2--tgx)-C 


> aretgx2--C 


log secex--C 


5 aretg > mL ie 


zlogle?-k6r41)—6V51 arat ze C 


Pa 
3 aresin 


—N3F 5-1 4C 


m ç'oe (3x2—4x-4-3)-4- YE arctg YE 
log (x--a4-V2ax 1 xi)--C 


& »2—1 
log EİT 


—x cos MK 


xarecos'x—Vi—x2-4-C 


3rx—2 
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-c 
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91. 


92, 


93. 


94, 


95. 


96. 


97. 


98. 


109. 


110. 


Yüksek Matematik Problemler 


Ja cos xdr 


Js log x dx 


fee x dx 


Jesin xcosxde 
Jteyiz dx 


je esx dx 


| cos xlogsinr dx 


İz log(log x) dr 
x 


Jssete logtgxdr 


Je sin xd» 


Jen cos xdr 


J e-rcosr—sinrddr 


Jj log(x — 3) dx 


j x2 aretgix dr 


je aretg x dx 


Cevap: 
Cevap : 
Cevap: 
Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 


Cevap : 


Cevap : 


x(ogx—İ)--C 
—e-i(x gi) EC 

xl sin x--2x cos x—2 sin x--C 
x2 1 

> log xx — 3)4c 

x (10g?x—27logx-*-2)-4-C 


— 22) e 


— 0 4 3 AC 


> secxigr .. log (sec x-htg x) 4-C 
1 sin 2x iş cos 2x -C 

8 2 
23 


3 
Slekeğ)ec 


(lozi: — Şo a 3) c 


sin x(logainx—1)--C 
(logllog x) —1llogx--C 
tg x(logtgx—1)-C 

7 (sinx—cosx)$C 
eix 

5 (sinx--2c0sx)-4-C 
EE Bainx —cosxr)--C 
İİ 3x2 
27 loglr—3)— 5 »G Di > 
İ (34 )aretg VE — 1 x52 41 312 

3 ” 15 9 


22 çalakc 


LK kai 1-x3)4-C 
g* arctg X s* t gleet Fx) 


113, 


114, 


116 


117 


118 


119 


120 


121 


122 


123 


124 


de 


2 gi 


1 (2-4 3x--1) dr 


(—1Xet2)08x—2) 


İn (2x2—1)dx 
&— ix L1) 


3x2—4x-2 


(—1)22 ELAN 


x2İdrtl 


410) 


,(—2) dr 
(x*3)x—1) 


j x1—3x t2 A 
(4*-2)2(x-*-112 


j x dx 
r3--1 


2x148xt 42 d 

(2--2x--10)2 
6dr 

2x1— v2—| 


(2--tg20) sec? de 
1 tg3 


(2—x) 
j 32 


j dx 
x1-4-x2—2 


Cevap : 


“Cevap: 


Gus . 


Cevap : 


Cevap * 


Cevap . 


Cevap * 


Cevap : 


Cevap 


Cevap * 


Cevap * 


Cevap 


Cevap 


Cevap * 


GE EIİ0 


| log(1--tg 0-.— # 
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log 2 4-C 


2a xa 
5 1og(e—1)— İ log(e <2) 
3 74 “5 


31 
— 54l0g(3r — 2)4-C 


17 7 
7 zler — 2 — 9) D © Gezip 
—gglere KC 
3 : 1 
AĞ —)— Mei Ni 5 2 log (22 
4x--) 
Fx) arctg İC 
wi v7 
5(e- a 2) © 2x1 
4 
TE e Er e VI 


3 
Mir) İ 
—4 > log(r--3)— 5: logle—1)4C 


— A 8 sistopir iy 


x$2 x*1 
i —19loglx k1) KC: 


- z logfr  1)-- z log(a? —x 4-1) 


1 2x—1 
— > arctg 


5 v3 


ti 
Cc 
3'İ 


*-c 


x—) * aretg 


ogle -1)-oglet-1) — Ji aretg V2x4-C 


arcig 2 ari i -c 


5 log(r “-1)—-— —x*1) 


-— —- aretg 2x—1 *-c 


i # v3 
5 log i 3-2 aretg # —arctg x--C 
x—İ  X 
Eler “55 i Li arete V7 sc 


250 


125, 
126. 


127. 


128, 
129, 


.130. 


131. 


132. 
133. 
134. 
135. 
136. 
137. 
138. 
139, 
140. 
141, 


142. 
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Jet de 
x3--8 


Ka) 


x3— 2x1 d 
(241)3 


İzi) 
İse 


İsa 
GL 


cos?ir 
dx 
İsa 
İvan cos3r de 
| sini cos?r dx 
x x 
—- se -12 >, 
” yi yi 
jJ sin3x dr 
c0s2'3 x 
| seet3x dı 
jJ sin3ix dx 
cos x İVcos x 
j sinix dx 
secix . 


J sinöx dx 


| tat dı 


J sinir cosix dx 


Cevap : 
Cevap : 


Cevap: 


Cevap : 
Cevap : 


Cevap : 


Cevap : 


2” 


2 
z tlog N—İeti ie -c 


1. 2 x 
ii Neri“ 


3 loglar tik EM 


ki 
A2 İF 12 
- 3 arctgx--C 


: gi. 
Sti il — —ı) 


1 N 
pir ai e 


3242 
LI. 3 aretgx- C 


-c 


log 1” ic 
x—2 


J 1--c0s dx 
Değ | pe İL ade 
16 “Sieoniz 


4 


Ş sin3/2 »— wi sin?/2 ti 


cos İx 
8 sin?dx 


sinll 2x-C 


“sin32r sin İr 


e mi 


: —deosl/2.. yi 


cos//3 x—3 cosl/ix4C 
tg ix -- v tig33x--C 


4 secl/ix-- Teos C 
1 N sin E 

——— | 3x—sind 

m8 x—sin İx-- > m 


| 3 
Tİ i sin 2x -- sin Mt sin 4x--C 


x—igrtStgixC 


1 


1 
DB (3x sin İx-- Se sin 8x) —-C 


443, 
144. 
145. 
146. 
147. 
148. 
149. 


150. 


151, 


152. 


155, 


156. 


157. 


158. 


159. 


J sin 2x cos6xdr 
| <ss 5x cos İr dx 


| sin > sa 2 dx 


J e 
va? * x2 
j vVa?— xi dx 
| vap ax 
dx 
Vi 
x2dr 
Vi — x3 1—x 


j | dx 
Yİ İz 
x2 


; dx 
2-—-sinr 
cos xdr 


1-cosx 


tgxdı 
1-sinx 


J dx 
sinx--tgx 


sinxdx 
1 sinx sin x 


dx 


3—-sinx--2Zcosx 


İz 
sinx--cosx--İ 


Cevap : 
Cevap : 
Cevap 
Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 
Cevap : 


Cevap : 


Cevap : 


Cevap : 


Cevap : 


Cevap : 


Cevap : 


Cevap : 


Cevap: 
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— isra cos İzx--C 


2 GN : 
Ze Pi Cc : 
16 sin 8x“ : sin 2x İ- 


Ee 3. 2x 
— 7 sin?xt sin 4 C 


log (x e tc 


a2 
5) yan t35 -5” aresin —— İt C 


gvafei v5 log vat) KC 
Fvaifai — 5 log (x4-VaZixi) - C 


> aresin x — a VIZ? -C 


İliç 


log(a * Vİİ-x3) — vi *c 


2 2tg—- —1 
—— arctg — -c 
v3 v 
—tg— İ-x-1C 
tg —- 
mi log 2 > - 
2 1—tg Z- (itip 5) 
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2 1 x 
a mm —tg —— cC 
160. İzm ei Cevap 3 aretg ( 3 tg 3 Yt 
i dx a ENİ 
161. İT Cevap: 2Vx—2log(l*-Vx)--C 
de — vx -1 
162. e i , m Va 1 
me VEğ$ Cevap: logix--2 vx <5) arctg 5 e 
dx SE 
163, — : —4)--C 
/— e Cevap 2log(Vx — 4) -- 
dr vVi—x —1 
164. eme Cevap : lo -c 
xVi—x di çe 
(14 — Sx) dx 7 rl vVi—x—3 
165, İma Cevap : ei -- 2iog vi — Ep -c 
e, Şia eşe EŞ memiş 
ği Xx 
2 de vVx&$i—i 1 tl. 
167. j2 — Cevap : İle arct 
GE rAVETİ ÇO zam ye veşi 
Ozi (4—x2)372 , 
168. pe de Cevap : 8 TT C 
. dx | Lİ ” x 
—aaırıız. “Cevap: — aresin C 
169. ii EE p * 
me. (— Gune zig ema gc 
xVi-4x 4 S3 i x 
dx W272--6—i  . ,, İ73x 
5 —— ———x—————— Ceva . ——— — — 3 arcsın —mN— 4 C 
ve 2/2722 4 6x —1 Bi x > 
dx 1 ; 2 
172. EZİNE EE Cevap: — —- aresin *-c 
J 0:35 s 4 ix —3 
173. J (2-4 4)312 dr Cevap : iz (x24-10)Vx2 3-4-6 log(x--V/x7--4)4-C 
de . Sn ig m 
174. TE Çevip ği Veri 2 aretg xl -c 


1, 


2. 


11. BELİRLİ 
İNTEGRAL 


—Ü ve Xp, - z olduğuna göre: 


Lim y 2r (a 42 * 3 NI *- (2x4 Axi) Ax 


O ig 
limitini hesaplayınız. 
Duhamel teoremine göre : 


Or (47 * Vİ (2x Axi)! Ax; 
Lim ——— 


âx,-0 drxi VA 4 (2xi)? Ax; 
olup : 


-1l 


Lim ) el vi 2 Kn FAY Ax, 


nr izl 


R 
- Lim Yor Vİ $ dx Ax, 


© . 
” izl 


>. | 
— j Orx yil âr dr 
0 


SR 
ri 


(1 4 griye | 7 E-dovl0 1) 
dır. 


5 6 5 
Ji) dx 4 İ f(x) dx — j1) dx toplamı yerine eşdeğer bir in» 
IT 4 4 


tegral bulunuz. 
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5: i 6 5 
J Kojdı di Hjdr — J Kaldı 
1 4 4 : 
4 . 5 6 5 
— J Kajdx-- J Kaldı * J Hajda — 1 fjdx 
1 4 4 4 
4 6 
— JHa)dx $ | Had 
1 4 


6 
m J16) dx 
1 
dir. 


3 4 3 4 2 
J#)de— (Ha)dx—2(Hx)dx $ f (x)dx — | f(x) dx 
3 2 2 3 


7 
4 
* J Hajdx 
5 ; 5 : 
integraline eşdeğer. bir integral bulunuz. z 


> Verilen toplam : 
2 3 4 3 i 3 5 i 
- jJ Hajdx * J Ha)dı— | Hx)dx—2 li Ha)dı jJ Ha)dx 
2. 3 2 2 


. > 5. 
$ ff)de ş f f)dz— (aydı 
şeklinde yazılarak » > 2 d 


» 5 5 
- ( Hajdr  ( Kajd — ( Ha)de 
— (fade $ ( falda $ f Halde — f le)dx 
2 4 
— (Kadeş (fide 
1 2 


4 
> (Ha)dı 
1 


bulunur. 
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7 
oxcos2y olduğuna göre Jyde integralini hesaplayınız. 
ir) 


x - cos2y den y- 5 arccosx Olup: 


1 1” 
1 
v DM dx 


integrali elde edilir. Bunu hesaplamak üzere de kısmi integras 
yon kuralını uygularsak : 


1 


xarccosx— Vİ—x? 


bulunur. 


3 
M'YE 
5. | Va integralini hesaplayınız. 
:. 


V3x — x? — ix değişken dönüştürmesi yapılırsa : 


3 © —6ide —— 8 
x- ET , dı TETİY ' Y3x— xi PET * 
İs VE ve x-İ için :-V2, x3 için £—0 olarak: 
9 | 
3 3 
pan DAN —6t di 
. AŞ 27 e ii 
> (2--1P 
v2 
: e 
-—2 fea-—-2le, 
2 V 
v2 
de 3/2 4 ye 
g.2i- 5 v2 


bulunur. 
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3 


6. J (I—cos 30) d8 integralini hesaplayınız. 
0 W 
r/3 r/3 
J (1—cos 30)* dd — jJ (1—4 cos 30-1-6 cos?30—4 cos'30--cos*36) d0 
0 0 


r/3 
> fl —4cos30--3(1-- cos 60) — 4 cos!30 


0 
4 eos öp | ae 
r/3 
— J(4— 400030 4300560 4 > - > cos 60 
i | 
& 4 cos 60 — 4 cast ) a0 
3 


— ŞE —4e0ssti 7 cos 60 4 


ön geos 120 — 4 cos* 30 d4 
rr3s 7 1 
> /(s — 4c0s30-- 5-c0s60--x cos120 
— 4 cos 30(1 — sin? 30) Jas 


35 a ra 1“ 
— | S do — sin 3tı> sin 60-55 sin 120 


4 , 4.5 r/3 
—E sin 30 $ ç sin se) 


2/3 


Te / Si integralini hesaplayınız. 
5 
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tig > - t değişken dönüştürmesi yapılırsa : 
di - e ve 0-0 için?-0, 0 ç için £- V3 olarak: 
2x z 
3 3 
e 
5--4cos6 5 4—dt 
0 0 asal siz) 
v3 
- / 2 dt 
J 249 
0 
2 t 3 
- —-İarcig — 
Ee ji 
- 5 (aretg vel — arctg 0 l iz 5 
bulunur 
© 


dx . ET 
ari integralini hesaplayınız. 


. 2 
/ dx 1 log iş k2x--2 


m * ig aretg(et1) 


* 5 arctg(x — 1)--C 


A 
“de Li dx 
| x*--4 we Ja 
0 0 


1 A--2A42 1 
— Hin | log SAL ZAŞ5 tg arctg(A 4-1) -- —- g arcig(A — "| 


A-e 
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9, Jar integralini hesaplayınız. 


1—e 4 
dx dl dx ; * dı 
m le İyp tlim (lip 


o 0 Ie 
1 Ne 1 |4 
- Lim|— --Lim a 
ex0İ ib © gagi x—iliye 
1 i 1 1 
- Lim/— — -1 Lim (5 E) 
Lin mi. j €—0 3 ui 


> Lim (5 — ilimle - 3) 
0 e—0 3 
olarak heriki limit de mevcut e li Buna göre integral de 
mevcut değildir. 


10. bix?-4-a'y? - a'b? elipsinin alanını hesaplayınız. 
» 
a 


Va? — x olup: . 


a a 
F-4 f vana (EVE Pdr 
0 0 


pr —x?dx 


yk 


elde edilir; Bu Mi hesaplamak için de x —asinp değiş- 
ken dönüştürmesi yapılırsa : 


dı -acosoedo, Va—x? — acosp ve x-0 için p -0; 


x-a için p > olarak: 


> BE 
2 2 


F > / a? cos*p dp - 2ab | (1 --cos24)de 


. 


0 0 
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Tr 


—Yab| p-- 5 sin 29 


E 2ab | 7 — 0) < ab 


/ 0 
bulunur, 


M.  P4y19 — g23 eğrisinin sınırladığı alanı hesaplayınız. 


y- F(wP— 2 olup eğri şekil 25 deki eğridir. 
a a 
y— jJ ydı 4 jJ (23 — x13)? dx 
0 0 


olarak x1/ — a5 sinp değişken dönüştürmesi yapılırsa : 
(023—2)2 <a cosp, Pa”*sinp, dx-3asin?'pcosodç 


ve x-0O için p—0; xa içinç— 5 olarak : 


r/2 
F-—4 J a c0s”9 3a sin?'p cos p dv 
0 


r/2 
—120 J sin? cos*p dp 
ö 


,120 fa — cos 29) (1 cos 20)” dp 
— 
Baf 
— | (1 — cos?24)li -- cos 29) de 
0 
, 3 2 2 
—z / (sin?2p -- sin?29 cos 29) de 
0 
> 


2 ;  — 
a / İm >- ip - sin*2p cos 2») de' 


0 
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12. 
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301 i . i .,, İR/2 
- 55 Yay e ZN 


bulunur. 


xy 4 ve xy? > 4x dairelerinin sınırladıkları alanı he- 
saplayınız. 


(Sekil 101). Dairelerin kes 
sişme noktaları (1, V3) ve (1, 
— v3) dir. Seçilen alan elema- 
nının alanı: 


AF; - (Xp — xu)Ayı 
—İV4— yu —(2—V4— yılAyı 
olup: 


8 Ka 
F-2f W4—yi —2 4 v4-yildy Şekil 101 
ö 


v3 
—4( W4—yi—i)dy 
6 | 


elde edilir. Bunu hesaplamak içinde y—2sinp değişken dö- 


- nüştürmesi yapılırsa dy -2cosedp ve y-0 için p-0; 


YyN3 içine— 5 olarak : 
r/3 
F-4/ (2c0sp—1)2c0spde 
Ö 


rj3 
-8 jJ (2 cos'p — cos 9) de 
ğ 


r/3 
—8/ (14c052p —cösy)de 
d ' 


13. 


14. 
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3 
— jo z- sin 20 — sin ef” 


bulunur. 


3 
s-dayvey- si Zala>0) eğrilerinin sınırladığı alanı he- 
saplayınız. 


İki eğrinin kesişme noktaları x -2a ve x - — Za apsisli 
noktalar ve hesaplanacak alanın oy eksenine göre simetrik ol- 
duğu göze önünde tutulârak : 


2 
kez J | | & 


.. 2 ai 
2) da arcig 35 


2 2 
— Gr —2)a 


bulunur. 


y” - Zpx parabolu ile mebsutu arasında kalan alanı hesaplayınız. 
Mebsut eğrisinin denklemi Bölüm 8, problem 67 de 8— 
7, (« —pP olarak bulunmuş ve her iki eğri Şekil 100'de gös- 
terilmişti, Bu denklemde 8 yerine y ve a yerine x yazılırsa: 
8 
Mi e Yer ey) 
lm 77” (x—p) 


elde edilir. İki eğrinin kesişme noktaları x - 4p apsisli noktalar 


ve hesaplanacak alanın ox eksenine göre simetrik olduğu göz 


önünde tutulursa : 
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4p ip . 
r-2İf vapk dr — | Yaz pdr 
0 Pp 


ie j2 9, y3102 yel 2 ie bal 
B8vİ 
15 


bulunur. 


15. o Parametrik denklemleri x-&, y-4t—t olan eğrinin halka- 
sının sınırladığı alanı hesaplayınız. 


Eğri şekil 74'de gösterilen eğri olup aranan alan : 
4 2 
F-2 Jydx - 2f(40—Py2de 
0 0 


2 
—4f(42—e)di 
ö 


16. r eğrisinin sınırladığı alanı hesaplayınız. 


KA 
o 3-4 2c0sf 


Eğri bir elips olup alanı F-— 5 / r?d4 formülünün uygu- 


va 
lanması ile : 


- 
ri 


ği 36 di 
2) (3-32c0s6) 
0 
g 


dir. Bu integrali hesaplamak için de tg —- — 4 dönüştürmesi ya- 


> 


pılırsa : 


Belirli İntegral (263 
di — e ve g— 0 için 104 6-7 için £— ce olarak: 
ği 2dt 
36: 
F- We 72 72 (1-4-2) di 
jeep le 
(6 k2iz) 5 
0 
(04-5) —4 Ta 4 
de e 4 | İsis oil 
0 
vE: 
KEL — arct 
J 25 #5 YE F 
Aİ 4 arct A i 
EF5p7 YE MV YEMİ 10 ais) 
olup 
1 t hi Nİ 
hi S3 EE es SAKSİ 
3 ? 2 © 
e 
| ys TS US © SEKS) iy 
3 T 108 r 
—72)—-. 3 —0—040) 2 
( vs? — 55 
dı, 


17. r-—4sin0 dairesi ile 0 — Z 


layınız. 


E 
- 5; TR r? d8 formülünden : 
(Şekil 102) 
r/3 

16 sın?”0 49 


doğrusunun sınırladığı alanı hesap- 


Şekil 102 


264 Yüksek Matematik Problemleri 
rJ3 
—4f/ (1— cos20)d0 
0 


- 4o— ys sin 20/5 ii 


18. r—-2—4sin6 eğrisinin büyük halkasının sınırladığı alanı hesap- 
layınız. 


Eğri Şekil 82 de gösterilen eğri olup büyük halkasının ya- 


rısı Önın — a ile 5 değerleri arasındaki değerlerine karşılık 


çizilmiştir. Eğri 0 -— > doğrusuna göre simetrik olduğundan : 


r16 
F—-2 J y0—asin0pan 
—r)2 
w6 
—  J (4—16sin0--16sin28)d9 
—j2 
x/6 
— | (12—16sin8—8cos20)d0 
—1/2 
- (i2044-16c0s0 — 4sin290/” ii 
—r/2 


—8r--6v3 
dir. 


19. oKutupsal denklemi r -2--sin 39 olan eğrinin sınırladığı âlanı 
hesaplayınız. 


Eğri şekil 95 deki eğri olup aranan alan: 
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Fa af (2 4 sin 30) db 


2r 
e > J (4 - 4sin 30 -- sin?30) dö ' 
0 


9r 


1 em 1 5 
3/ (7 4 4sin30— 7 cos 60) de 


0 
119. 4 
|z d— 3 cos30 — iz sini)” 


dir. 


20. r—4cos0 ve r4sin8 eğrilerinin sınırladığı ortak alanı he- 
saplayınız. 


Eğriler şekil 103 de göste- 
rilen daireler olup kesişme nok- 
taları : 


r-4cos0-—4sin0, tgb—1, 


PRL 


4 


kutupsal açılı noktalardır. Buna Şekil 103 
göre aranan alan; 
rj4 i 
F- Jİ 1ösit 1 fi sil 

7j4 

” 
— ii Çi — cos20)d0 4-4 ( (4 cos20) al 
j4 


- bii Malak 5im20 


7/4 
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TR i rx . ç Kr 1 
-al5 gla mez) 
—n—I-n—2-2r—4 
dir, 


21. rsaf(I-4cos8) ve r—2ac0s6 eğrileri arasında kalan alanı he- 
saplayınız. 


Eğriler (Şekil 104) kutupsal eksene göre simetrik olup ara- 
nan alan: 
ki j2 
F-2 | zi c0s6)a0— 2 jJ 3 datcostudü 
0 0 


kri —2 
—a Ja -2c0s0 -- cos) di — 20* ( 2 cos?) d4 
0 : 0 


İri 2 


Sa ((E 20050 7 00120) da — 2:9 (1 5 cos 20)d0 
0 


0 
3 i i. R 
sa DM gina 
2/2 
—2al0 4 5 sin20/” 
o x 
ME 
5 b) a va gi 
dir. 
Şekit 104 


22. Oo Kutupsal denklemi r - a(2--cos 20) olan eğrinin sınırladığı alu- 
nı hesaplayınız. 


Eğri şekil 96 da gösterilen şekil olup aranan alan: 
52 
iü j İ- 0X2 - cos AY di 
0 
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r/2 
2a j (4 - 4 cos 28 -- cos?20) dü 
. 0 


| 


rjJ2 ; 
2a / (3 410020 * 5 cos 40) di 
0 


5 0--2sin20 - — sin 40 e 
0 


e 8 


9 ? 
yg m4 


dir. 


23. Kutupsal denklemi r — af'sin 204 cos 20) olan eğrinin sınırladığı 
alanı hesaplayınız. 
Eğri şekil 91 de gösterilen eğri olup .sınırladığı alan bir 
halkasının sınırladığı alanın dört katı olarak: 
3nx/8 
F-4. 2 J a(sin 20 -- cos 20” dd 


— 2 f (1 4-2 sin 20 cos 20) di 
—7/8 


3r/8 
0 - sin?20 
—7/8 


—2a 


dir, 
24, r-afl- sin 20) eğrisinin sınırladığı alanı hesaplayınız. 


Eğri şekil 94 de gösterilen eğri olup istenen alan: 


F—I. > fu 4- sin 20)? 48 
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“ a 
—a* |(1 4 2sin 20-4-sin? 20) db 
0 
TK 


<a f Jr k2sin20 47 ŞE) 
a 


il 


3 0 — cos2)— İ sin 49 < 
8 0 


3 3rxa 
—al.—. — Ea 
a (3 x—1 tr) i 
dir. 
25. ys a eğrisinin asimptodu etrafındu dönmesinden meydana 


EE Ja 
gelen hacmı hesaplayınız. 


Asimptod y—0 doğrusu yani ox ekseni olup istenen hacım; 


” 649 


-—2r GF day 


0 
ve x -2Zıtg p değişken dönüştürmesi yapılırsa dx -2a secip dö 


ve x-Üiçinçe-—0, xe için P- > olarak : 


ip 6 2 
V 9 64a*.2a sec?p 


Ai Tire) * 


Or Bai sec a! seyde 
e fn 16 a'sec'p 


r/2 
— el cos'p dp 


ye 
—8r of (1 - cos 29) de 


26 


27. 
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12 


— 8 xa 9 5 sin 29 


r 
0 


—drta 


bulunur, 


x--y?-4 datresinin x -3 doğ- 
rusu etrafında dörmesinden mey- 
dana gelen hacmı hesaplayınız. 


Şekil 105 den: 


2 
V Ir jJ 2y(3 — x)dx yazılarak 


-3 
2 Ez 
sm yl (3—xWV4—xi dx Şekil 105 
—3 


2 2 
—12n/ V4—x dx — Af N 4—dx 
—3 — 


2 
* 


2 Dani 
2 


12 er ai 2 arcsin 7) NZ > 4—yn 


,bulunur. 


* Yarı çapı r olan bir küreden h kalınlığında bir küre parçası ke- 


2 
siliyor. İntegral hesap yardımiyle bu parçanın hacmının: > (3r—h) 
olduğunu gösteriniz. 


b 
V-x jJ yidx formülünden faydalanılarak ve y?—r?—x, 


a 
a-r—h, br olduğu gözönünde tutularak (şekil 106). 


V—x Jr — dx 
r-—h 
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—nlre—7 — ör —x3) 
3 İka r—h 
- 3 —r—3r(r — A) 
—G— ») 
2 
-E era 
bulunur. 
28. y-e'sinx eğrisinin x-0 ve Şekil 105 


xx apsisli noktaları arasında 
kalan kısmının ox ekseni etrafında dönmesinden meydana gelen 
hacmı hesaplayınız. 


Eğri Şekil 107 de görülen eğri olup : 


Tr T 
Vm fy' dır fe*sin?xdx 
d ğ 


r 
- e”(1 — cos 2x) dx 
0 3/4 Lİ 
R 
7 — eX cos 2x) dr Şekil 107 


ve J e? cos 2x dx integralini hesaplamak üzere de kısmi integras- 


yon kuralını uygularsak : 


je cos 9xdı — > e” sin2x EN sin2x dx 


e“ sin 2x va DE e” cos?x— (e“cos?xdx 


A e 


e” sin 2x t3 2 e>* cos 2x 


bulunarak : 


29. 


30. 
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(1 Jr 
V — 3 > e” —— e*sin2x— — e”cos2x 
212 o 
EN 1 çer kA 
2|)2 4 2 4 
> Ci x) — E (er 1) 


elde edilir. 

x-a(8—sinW), y-a(1—cos0) sikloidinin bir kemerinin ox 

ekseni etrafında dönmesinden meydana gelen hacmı hesaplayınız. 
Eğri şekil 77'de gösterilmiş olup istenen hacım : 


b 2r 
V | ydx-n Jeu — cos)? a(1 — cos 0) d0 
a 0 


2x 
— ra /(1 —cos6)dA 
j 


2 
ku “f (1—3c0s0--3c0s0 — cos”0) dö 
ğ 


2x 
- ra / İ —3cos9 -- 5 (1 4 cos 20) — 7(c0s304-3 c0s0) dö 


2r 
5 15 3 1 
3 eml dn SE, pi kzn kin 
xa fl ri cos0 -- 3 cos 20 3 cos 30) 


5 15 
g 0— as 


— ra 


3 al 2r 
in 20-- — sin20——- sin 30 
4 12 | 


Parametrik denklemleri x-€, y—4t—£ olan eğrinin hal- 
kasınının ox ekseni etrafında dönmesinden meydana gelen hacmı 
hesaplayınız. i 
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Eğri şekil 74 de gösterilen eğri olup istenen hacım : 


4 2 
V—zjyidx-rf(46—P)o2td1 
el 
2 . 
— 2 f(168 — 84 - )tde 
Ö 


2 
> 2x | (16P—8P --0')dt 
Ö 


4 1 2 
— 4. 46 2. 48 
2n| a zötgt > 
64r 


8 
dir, 


31. r—af1 4-cos) eğrisinin kutupsal eksen etrafında dönmesinden 
meydana gelen cismin hacmını hesaplayınız. 


Eğri şekil 108 de görülen 
kardioid eğrisi olup iştenen hacım 


b 
V-xf yidx formülünde: 
g | O 
x-rcosO, y-rsinf, 
dx— cosbdr—rsin0d4 ve 
dr ——asin9 df olduğundan 
dx-—asin6(1 -- 2 cos 0) d8 olarak: Şekit 108 


KR N 
Vr fr? sin? 0(— a sin 8) (1 -- 2cos 0) dö 
i ; 


—r 1S a3 sin39 (1 -- cos 0)(1 -- 2 cos 0) dö 
0 


elde edilir. Bunu hesaplamak için de cos 0 —u dönüştürmesi yapılırsa 
—sinObdö—du ve 6-0Oiçinu—l,0-niçinu-——I olarak: 


8ra 
3 


| —I 
Vrf (1 —)(1 -u)(1-4 2u)du— 
1 


bulunur. 


32. 


33. 
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yi — İ2x parabolunun odak noktasından eksenine çıkılan dikme 
tarafindan ayrılan parçasının uzunluğunu hesaplayınız. 


Odak noktasının koordinatları (3, 0) ve çıkılan dikmenin 
eğriyi kestiği noktaların koordinatları da (3, 6) ve (3, —6) dır. 


ds -yı Hi) 


ve j,— ve eğrinin ox eksenine göre simetrik olduğu da 


göz önünde tutulursa : 


6 
VE 
1 $3g dy 


elde edilir. Bu integrali hesaplamak için de a -tgp dönüşü- 


i z 
mü yapılırsa dy — 6sec'odp; yı - — secç ve y-0 için 


Y-0, y-6 için v7 olarak : 


r/4 
s— 12 ( secip de 
0 
- 12) 7 secptgp-- 7 loplseco tg 9) m 
0 


—6IV2 -log(V2 <1) 


bulunur. 


y-ach > eğrisinin x—Ü, x-—b apsisli noktaları arasındaki 


kısmının uzunluğunu hesaplayınız. 


b pala vç 
s- jJ ds ve ds—yYi4-y?dx-— yı İs > de-eh£ di 
0 


olarak : 
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b 
i b 
-/ eh de-a|shi iz 
a a İş a 
0 
bulunur. 
p lere TR T je 
34, y—logsinx eğrisinin x— gz vx apsisli noktaları ara- 


sındaki kısmının uzunluğunu hesaplayınız. 


ds—-yYI-yidx YI cotgixdı —cosecxdx olup: 
r/2 1/2 
s— J cosecxdı — | — log (cosec x -- colg x) 
rjJâ | rjJ4 
— —log(1--0)4-log (N2--1) —log(V2--1) 


bulunur. 


35. o Parametrik denklemleri: 
x- 50(1—cos0)-4- 50(2—0) sin0 
y-50sin0-4-50(2—0)cos6 


olan eğrinin 0-0 ve 0-2 ye karşılık olan noktaları arasın- 
daki kısmının uzunluğunu hesaplayınız. 


— / METE» 


ii 50sin8 —50sin6--50(2— 0)cos8 - 50(2—0)cos€ 


ve 


dU - 50c0s6 —50c0s0— 50(2— 6) sin - —50(2—0)sin8 


dö 
olup : 
(e) t ()- 502 — 6) cos 4- 502 — O) sin?9 — 502 — Oft 


olarak : 
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? 2 
.-İ 50(2 — 0)d8 - 50) 20 — 7) 


ii 
gi 50/4 x 3) — 100 


bulunur, 


36. r-af(1--sin6) eğrisinin uzunluğunu hesaplayınız. 
Eğri şekil 109 daki eğri olup uzunluğu: 
s- 2 J 
—j2 
ds — Nakl $- sin0)*- a*cos'0 dö 
— V2aX1 F sin 6) d8 


2 
Vri -r3 d) den 


se Yaza (cos? ; -- sin? 5 -—-2sin ; cos 7) d8 


-y2 2 9 * H LA 1 
— a (cos 7. sın 2 


5” 9 a 
— v2 a (cos 7 sin r)d 


olarak : 
3 
s-2f M2 a (c0s 7 #sin 7 d4 ———— 
: 2 2 x 
Lİ > 
—3 Şekil 109 
si 
> a Ul) 2 
- 2Y2a 2 sin - —2cos 5 N 
m7 


— 2Y2a(0--2V2) - 8a 
bulunur, 
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3 


37. r-asin .. eğrisinin uzunluğunu hesaplayınız; 


Eğri şekil 84'deki eğri olup uzunluğu : 
3x 
s— jJ Vr? -r? d0 formülünde 
N 


0 0 
'—-asin?— ez 
r—asin'-; COs 5 


0 0 ay 
Gi ri a A sini asit 5 cos? <. > esin! 


3 


yir? -asin? — olarak : 


3 
3r g 3r 20 
ai 2. e peln 
5 f asin 3 di NE cos — > ae 
0 0 
Bi 0— 3 sin 2 3 
2 2 3! 2 


dir. 


i iman N 
38. r—acos” 5 eğrisinin uzunluğunu hesaplayınız. 


Eğri şekil 83'deki eğri olup uzunluğu: 
0 9 0 0 
Sk sü alay “a Maggi nl m yp 
“rr a? cos” -- a? cos g sin? > a” cos” > 
olarak : 


3r $r 
5s / Vr Eri dg — Ja cos? i d) 
R 


0 


3 20 3x 3xa 
0-4-5 sin ( ——— 
t3 3 lo 2 


3. g 
a 20. a 
— >Jl Heosg)di- 7 
0 


bulunur, 
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39. r-acos* 5 eğrisinin uzunluğunu hesaplayınız. 


Eğri şekil 85 deki eğri olup uzunluğu : 


0 
rr? — acos' 2 


olarak : 
2r 
z 9 
— 9 3 V. 
ss. «| cos â di 
0 
sz 8a|sin-5. a sin? 4 ME 16 ğ 
e 4.3 
dir, 
40. rs —İ5 eğrisinin halkasının uzunluğunu ve sınırladığı alanı 
c0sİ -> 
3 
hesaplayınız. 


Eğri şekil 92 de gösterilen eğri olup halkasının uzunluğu : 


rr? — sec! 5 olarak 
- ğ ii 9 ğ 
av, pa ELİ 28. 
:-2 sec* <- dö 2f (te pt 1) secty di 
0 0 


- 2 te” . - 3tg 5 e 123 


bulunur. Halkanın sınırladığı alan ise: 


iyri TK 
fl aa. 6.9 
F-2 j çrd0— | ser > d 
0 


0 


T 
e e 
3 3 
0 
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TK 
8 ğ 9 
pe biri 2... 2... 
Ji 3 *2tg 3 v1) see 3 dö 


.dir. 


41, 4x716y7 64 elipsinin ox ekseni etrafında dönmesinden mey- 
dana gelen dönel yüzeyin alanını hesaplayınız. 


b 
F 2x jJ yvViTy”dx formülünde : 
8x -32yy'-0, y-—İ ve 


2 2 z 


 64— per © —3x 
16y 16y? 


olarak : 
R 4 4 
F — Or /. j ve 3, -5 >). VEE dx 
—4 4 — 
Ma eme "öz b 
yEİ2-* V64—3x2 -- 32 arcsin Sİ 
—68x t | e z) 
bulunur. 


42.. Parametrik denklemleri x-acos0, y-—b--asin6 olan dairt- 


nin ox ekseni etrafında dönmesiyle meydana gelen tekerlek hal- 
kanın alanını bulunuz, 
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2 2 
formülünde (a) > (0) -a> olarak; 
j 2r 
F.—2na/ (6--asin6)di 
0 


rn 


bb —acosf| —dmab 
0 


—2ra 


i bulunur. 


43. x-—af0—sin0), y—a(1—cos0) eğrisinin bir kemerinin ox 
ekseni etrafında dönmesinden meydana gelen yüzeyin alanını he- 
saplayınız. 


Eğri şekil 77 de gösterilmiş olan sikloijd eğrisi olup bir 
kemeri 6 nın (0, 2r) aralığındaki değerlerine karşılık çizilmiştir; 
Buna göre aranan alan: 

b 
F—2n/yds formülünde: 


ds -Yae(— cos0) 1 a: sin?9 d0 — Zasin Bdp 


2 
olarak : 
2r 
F Zn falı — cos 0)Zasin 5- 8 
0 
2r 
— 2 J datsintz de 
0 
“Zr g N 
a 2 ME O DRL 
>8rxa Ja cos z )sin 3 di 
0 i 
Ğİ e g J2x 
ze 2). İk ağ 
8ra 2c0s 5 * g c0s*5 ; 
2 2 64 
> 29... Lİ 
87a Ç 3 --2 3) za 
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44 r—af/1-4-cos0) eğrisinin kutupsal eksen etrafında dönmesinden 
meydana gelen yüzeyin alanını hesaplayınız. 


Eğri kardioid eğrisi olup kutupsal eksene göre simetrik 
olan bir eğridir. O halde kutupsal eksenin üst tarafında kalan 
kısmının döndürülmesi kâfidir. Bu kısım ise O nın (0, 7) aralı- 
ğındaki değerlerine karşılık olarak çizilmiştir. Bunlara göre yü- 
zeyin alanı: 


b 
F - 2x f yds 
formülünde yrsinOd—asin8(1--cos0) ve 
de -yriirid0 Yali cos) ai sin) d0 


— ay 213-cos 0)d0—2acos > 


2 
olarak : 
r 
F -2r / 22? sin0(1 -- cos0) cos 5 di 
0 
” 0 0 i 
e 2 4. sin — 
sdra J 4cos z sin 5 dö 
0 
2 g (x 32ra 
z 2 Sİ —— Sen mmeminasemanle © 
16ra 5 C0S5 N 5 
bulunur. 
b 
45. PO) dt — — f(x) olduğunu gösteriniz. 
x 
46. Ha) fonksiyonu (— x) - — f(x) olacak şekilde bir fonksiyon yani tek fonk- 
. siyon ise: 
--a 
i jr dx 0 


olduğunu gösteriniz. 


47. 


48. 


49, 


50. 


51. 


52. 


53. 


54, 


55. 


306. 
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Hx) fonksiyonu xf) olacak şekilde bir fonksiyon yani çift. bir fonk- 


siyon İse: 

a a 

j HK) de 2 j Ka) de 
—a 0 


olduğunu gösteriniz. 


xj2 
J sine cos x dx integralini hesaplayınız. Cevap : yi 
rJ6 
1 
j Arcsinx dr integralini hesaplayınız. Cevap : 5-1 
0 
—2 
j 2 integralini hesaplayınız. Cevap : 5 log $ 
1 , İ 
Siz .integralini hesaplayınız. Cevap : Baret e— 
1 p 
jJ Vİ—x3 dx integralini hesaplayınız. , Cevap: — 
0 
2 ERME 
jJ Ve—i dx integralini hesaplayınız. Cevap: V3—> 
x 
1 
a 
yva?—x? olduğuna göre jr dı olduğunu gösteriniz. 
0 i 
ğ 
x12-yii201'2 olduğuna göre j 2m x2dy integrâlini hesaplayınız. 
27a3 0 , 


Cevap : 


15 


r 
x—rcos0, yrsin9 olduğuna göre js dx integralini hesaplayınız. 
Tr? 0 


Cc Şi 
svap a 


— 


4 
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57. 


58. 


59 


60. 


01. 


62. 


63. 


64. 


65, 


66, 


67, 
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Ira 
x — a(0 — sin 0); — a(l — cos 0) olduğuna göre js dx integralini he- 
v 


saplayınız. 


Cevap: 370? 


y? —x3 eğrisi ile x 235 doğrusunun sınırladığı alanı hesaplayınız. 

Cevap : 20y5 

y sin x eğrisinin x <0 dan * — x ye kadar olan kısmının ox ekseni ile sı- 
nırladığı alanı hesaplayınız. . vive i 


Cevap: 2 
r yarıçaplı bir dairenin alanını integral hesap yardımı ile hesaplayınız. 


x2—dy ve x2 8 —)y parabollerinin sınırladığı alanı hesaplayınız 


64 y3 


Cevap : 3 


(2) r (4) Mi eğrisinin sınırladığı alanı hesaplayınız. 
a 
3rab 


Cevap : 1 


8a3 
y em ve eğrisinin asimptodu ile sınırladığı alanı hesaplayınız. 


Cevap: 4ra? 


Parametrik denklemleri x —3 cos; y—4sin0 olan eğrinin sınırladı. 
gı alanı hesaplayınız. 


Cevap: dr 


y(e2 — 4)—4(2 — ») eğrisinin ox ve oy eksenleri ile sınırladığı alanı he- 
saplayınız. ü ği 


Cevap: x—2log2 


y(2-a)—a2x2 eğrisinin asimptödları ile sınırladığı atanı hesaplayınız. 


Cevap: 4a? 


(y—  — (—Y4 — eğrisinin halkasının sınırladığı alanı hesaplayınız 


Cevap: EVE | 


68. 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 
74. 
75. 


76. 


77. 


78. 


79. 


80. 
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eğrisinin halkasının sınırladığı alanı hesaplayınız. 


1 xMa“4-x) 
a—x 

1 — 2 

Cevap : > (4—r)a 


r-za sin 20 eğrisinin bir halkasının sınırladığı alanı hesaplayınız. 


2 
Cevap : Ras i 


r2 —alcos 20 eğrisinin sınırladığı alanı hesaplayınız. 
Cevap: G2 


r—a(2 -- cos 0) eğrisinin sınırladığı alanı hesaplayınız. 


r 4 cos 0 dairesinin içinde ve r—2 dairesinin dışında kalan alanı belirtiniz. 
Cevap : 20r43V3 > 3v3) 


r—-2-42cos0 eğrisinin içinde ve r—l eğrisinin dışında kalan alanı he- 
saplayınız. 


rV3c0s0 eğrisinin içinde ve 21 — cos 0) eğrisinin 'dışında kalan 


alanı hesaplayınız. 


Taban yarıçapı r» ve yüksekliği A olan bir dik koninin hacım formülünü bu- 
lunuz. 


r yarıçaplı bir kürenin hacim formülünü bulunuz. 


x2'3 - y2'3 — g?2/3 eğrisinin ox ekseni etrafında dönmesinden meydana gelen 
hacmi hesaplavınız. 


32r a3 
105 


Cevap : 


y? —x3 eğrisinin( 0, 0) noktası ile .—5 apsisli noktaları arasında kalan 
kısmının uzunluğunu hesaplayınız. 


Cevap : > 


Dairenin çevresini veren 2 7Xr formülünü çıkarınız. 


xza(0— sinO), y—a(l — cos 0) parametrik denklemleriyle verilmiş sik- 
loid eğrisinin bir kemerinin uzunluğunu hesaplayınız. 


Cevap: 8a 
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81, 


632. 


83. 


84. 
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xzebsinO, y-—elcos6 eğrisinin İ—O ve 0 7 ye karşılık olan nok- 
taları arasında kalan kısmının uzunluğunu hesaplayınız. 


Cevap : Vİ erİ2 —1) 


Kutupsal denklemi 7 —a see? 2 olan eğrinin Ö nın 0 ile > değerlerine kar» 


şılık olan noktaları arasında kalan kısmının uzunluğunu hesaplayınız. 
Cevap : alV2 log W--Wj 


r —21l—cos0) eğrisinin uzunluğunu hesaplayınız. 
Cevap: 16 


y İNİZ eğrisinin ox ekseni etrafında dönmesinden meydana gelen 
a 


yüzeyin alanını hesaplayınız. 


Cevap: 276 (5 e arcsin Val—pi ) 


va?—j? va 


12. SERİLER 


p>0 bir sayı olduğuna göre: 
/ 7, 7 
5 tp eğreti 


"serisinin karakterini integral testi yardımiyle belirtiniz. 


p 


Un — f(n) — > olup n in bütün pozitif değerleri için pozitif 
ve azalan bir fonksiyondur, Buna göre: | 


fa dn çi 


e n? Ne 


nPJA 


- — (A1) 


1—p), 


e bulunur. 

p>1 ise 1—p negatif ve A!'- sıfıra yaklaşarak integral 
e gibi sonlu bir limit değerini alır. Buna göre integral 
e olup seri yakınsaktır. 


p<İ1 ise i—p pozitif ve A!- sonsuza yaklaşarak integ- 
ral mevcut olmaz ve seri ıraksaktır. 


—1 ise seri : 
, 1 1 1 
v3 * ANLAR 
şeklini alır ki bu seriye harmonik seri denir. Bu ise 


A 
“dn ih (2 < Lim(log A) 

z n A—xw n A-o 

1 


olarak ıraksaktır. 


Bunlara göre p, serisi adı verilen yukarıdaki seri p>1 ise 
yakınsak ve p<1 ise traksaktır. 
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/ . Ki Li # 

Genel terimi u, - — t ki olan seriyi yazınız we integral testi 
ni :8 2 yı Yy 8 

yardımiyle bu serinin karakterini belirtiniz. 


Seri : 


| Tr 1 Tr. . 1 7r 
eştşeğişieğt.tpiyt. 
dir. 


1 Jr 
Hn) — 183,» n>0 


olup rn nin bu ifadeyi sürekli kıldığı değerler z <5 yani > 5 


değerleridir. Buna göre n>5 kabul edilerek: 


© 
xi 7r 3 7r Tr 
piE7z 3z dn rr im tg 2— 3n (- sed) 
“e k: 


bulunur; Bu ise integralin mevcut olduğunu gösterir ve buna 
göre seri yakınsaktır. 


Genel terimi u, — (TA) olan serinin karakterini integral testi 


. yardımiyle belirtiniz, 


A 
ndn : rn dr 
Ji Me Tük e KD 
1 


olarak integral mevcuttur ve seri yakınsaktır. 
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> Dm 55 * Du — pi #*.. serisinin karakterini integral testi 


yardımiyle belirtiniz. 


“o 
s0 50 
a ay DAA an kay 
1 


bulunur. Bu ise serinin yakınsak olduğunu gösterir. 


sinn-- Z sin > -- 5 sin -- > 5 sin I li .. serisinin karak- 


3 


terini integral testi yardımiyle belirtiniz. 


1 
ia sin — 
olup: 
A 
ff geti İz sindi 
A—c 
1 1 
| 
di Lim :cos— 
T A—cj| Rİ 
İk, r 2 
.- nn (eos A $1)-5 


olarak integral mevcuttur. Buna göre seri yakınsaktır. 


2-4 3 - 5 * 5 --... serisinin karakterini mukayese testi 
yardımiyle belirtiniz. 
Mukayese serisi olarak > — > genel terimli p serisini 


alalım. p — 2 olduğuna göre bu seri yakınsaktır; Diğer taraftan 
verilen serinin genel terimi : 


n-i-İ 
Üyee 
n 
olup 
nl 2n 
ME 


288 


8. 


Yüksek Matematik Problemleri 
dir. Buna göre verilen serinin herbir terimi ele aldığımız p se- 


risindeki karşılığı olan terimden daha küçüktür. p serisi yakın- 
sak olduğuna göre u, serisi de yakınsaktır. 


ip hk Hz de 7 pa pt .. serisinin karakterini belir- 


tiniz. 
pa e ağ 
Serinin genel terimi Tm olup bu seriyi p -2 olan p se- 
risi ile mukayese edelim. 
1 1 
Deliği 1--n > n2 


olarak verilen serininin herbir terimi p serisindeki karşılığı olan 
terimden daha küçüktür ; p —2 olan p serisi yakınsak olduğuna 
göre verilen seri de yakınsaktır. 


Genel terimi u, — İİİ olan serinin karakterini mukayese 


testi ile belirtiniz. 


Bu seriyi p — 4 olan p serisi ile mukayese edelim; 


i 1 
m eriği ii 


olarak p - 4 olan p serisi yakınsak olduğundan u, serisi de ya- 
kınsaktır. 


Iş 73 pm 1337 37 *.. serisinin karakterini belirtiniz. 


7. 
Ni nl 
135. (r—1) 
olup: 
Unşl (0-4-1) 1.3.5..(2n — 1) ni 
u, o 1.3.5..(2n 1) nl 2n 4-1 


ve 


10. 


11, 


12. 
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. Unst E n-iİ e 
e e 


olarak seri yakınsaktır. 


2 
iü n ia MON PN 
Genel terimi u, — İT olan serinin karakterini belirtiniz. 
ni , 


Uni (1), nz? (eti). nl nl : 
ai) rl O(Rti)i nn 


ve 


Lim 8 & Lim nil — 0<1 


n-»oo Ün n—>© 


olup seri yakınsaktır. 


/ 
Genel terimi ———————— ol inin karakterini be- 
enet terimi Un nn İj(n2) otan serının arakterini 0e 
lirtiniz, 
Un — - Serisini göz önüne alalım. 
Un rn > 


3 
ve. Lim ls 


w riRiğnt3) na nin İİ 2) 


olup u, ve v, serileri ayni karakterdedir. Halbuki v, — Z seri- 


sip-3 olan bir p serisi olduğundan yakınsaktır. Buna göre 
u, serisi de yakınsaktır. 


ET - piri * ET --.. serisinin karakterini belirtiniz, 


Serinin genel terimi u, — olup bu seri genel terimi 


1 
nr? 1 
1 a iz ği 
v. — -575 olan seri ile mukayese edilirse her n için u,<v, ol- 
n 


duğu görülür. Halbuki v, , p>1 halindeki p serisi olup yakın- 
saktır. Buna göre u, serisi de yakınsaktır. 
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nn 


13, Genel terimi u, ———————— olan serinin karakterini be- 
iğ (1) NR Fİ 
lirtiniz. 
nn? 1 
Va di “ kabul ederek : 
Un nn n a n ii ni 


—— 2 —— m 0 m iş e ——— ve 


bulunur. Buna göre u, ve v, serileri ayni karakterdedir. Halbuki 
Un —ö serisi p<İ olan p serisi olup ıraksaktır. O halde-u, 


serisi de ıraksaktır, 


14, Genel terimi u, x be olan serinin karakterini belirtiniz. 
n 


Un > kabul ederek : 


rn 
— -«x ——— ve Lim -—İs0 
Vn nm» 


SL 
Vr Vr 
olup heriki seri ayni karakterdedir. Halbuki v, — Yİ — 


serisi ıraksaktır. Buna göre u, serisi de ıraksaktır. 


15, Genel terimi u, — sin? olan serinin karakterini belirtiniz, 


Un — e kabul edilirse : 
7 


yi , tl ,. İT 
i sin 5 sın ni) 5 sın n 
m > ve Lim— -— Lim.| —— | —1x#0 
vw Tİ z raya er) 
n3 n n 


16. 


17. 


i 


olarak her iki seri ayni karakterdedir. Halbuki v, — 3 serisi 


p-3 olan bir p serisi olduğundan yakınsaktır. Buna göre u, 
serisi de yakınsaktır. 


v8 T PN iLe e 
Genel terimi u, - 1 — cos — olan serinin karakterini belirtiniz. 
n 


Uy, — > kabul ederek : 


TK 2.2 r Ni Tr 
1—cos— 2sin? —- sin — 
Un n 2n rr 2n 
Un 1 Gi 1 2 ku 
n n? 2n. 
ve 
sin xP 
ik rn 9n 2 
Lim— —lLim—|———| -— «0 
ny» “n 1» 2 RK 2 
2n 


bulunur. O halde zu, ve v, serileri ayni karakterdedir. Halbuki 
Un — 5 serisi p -2 olan p serisi olup yakınsaktır. Buna göre 


u, de yakiınsaktır. 


Genel terimi u, > X ig > olan serinin karakterini belirtiniz. 


Birinci yol: 


EL EE A iy *. 
Un — nt1 g ga*i 5 1 zg 9nt1 
Uy 1 r mi7 r 


ve 
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LL tg gal ig grti 
Pl KR OR 
Yatili 1 gazi 1 
im iie lp o ek beğ 
TK n Kİ 
r EN 
2" 7 


olarak seri yakınsaktır. 


Ne kabul ederek : 


İkinci yol NK O ar , Za gin 


bulunur. Buna göre u, ve v, serileri ayni karakterdedir. Halbuki 
K 


Un “ Zn p serisi ortak çarpanı : olan bir geometrik dizi 


olup yakınsaktır. O halde u, serisi de yakınsaktır. 


kl — olan serinin karakterini belirtiniz. 


Vni--3n? 4-7 


18. Genel terimi u, — 


VU, > VE > kabul ederek : 


AİN işe ia 
olarak her iki seri ayni karakterdedir. Halbuki v, serisi p- 2 


2 
olan p serisi olup yakınsaktır. Buna göre u, de yakınsaktır. 


19. 57 — 5 * 43 —... serisinin karakterini belirtiniz. 


Seri alternatif bir seri olup Jus.ıi <|u.l ve Limu,-0 
1n>© 
olarak yakınsak bir seridir. 


20. 


21. 
22, 
23. 
24, 
25. 


26. 
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7 


a 7 : 
Genel terimleri uu —; ve v, -—5——- 5 olan sonsuz seri- 
n (2n— 1) 


ler veriliyor. u, serisinin toplamı S ve v, serisinin toplamı A ol- 
duğuna göre : 


sa 8 
olduğunu gösteriniz. 
bal 1 1 
Sslta ta tgptet at. 
ei alı 1 
Aslişta TET. tür pt .. 
olup : 
1,1, İ 
S—A-syiatate 
1 1 1 1 
“pg ltgişiştel 
« 8 
ve buradan : 
S 
S-A-; 


bulunur. 


Aşağıda genel terimleri verilmiş serileri yazınız ve integral veya mukayese 
testini uygulayarak bu serilerin karakterlerini belirtiniz. 


Cevap: O Yakınsak 


Mr 2 

e 

vE 1 
nir?) 


2n-3 


Cevap: (Yakınsak 


Be *-2 Cevap: o İraksak 
n—l 
in > Cevap: o Yakınsak 
m 1 
e vini) Cevap: Iraksak 
ün Cevap: o Iraksak 


— 2100 
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27. 
28. 
29. 
30. 
31, 
32. 
33. 
34, 


35, 


36. 


37. 
38, 


39. 
40. 
41, 
42. 
pa 


44, 
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ak 
Ba 
2n-4-5 
ün— 3 
e 22 n 
log (ni) 
(n-1)3 
n 
Ün — zü 
n-k1 
gn n.2" 
LL 
Un— Di 
Gs e 
n4 
Üüp a — 
n! 


Cevap: 
Cevap: 
Cevap: 
Cevap: 
Cevap: 
Cevap: 
Cevap : 
Cevap: 


Cevap : 


Yakınsak 
Yakınsak 
Iraksak 

Yakınsak 
Yakınsak 


Yakınsak 
Yakınsak 


Yakınsak 


Yakınsak 


Aşağıda genel terimleri verilmiş serilerin karakterlerini belirtiniz. Şeri ya- 
kınsak ise mutlak yakınsak veya şartlı yakınsak olduğunu açıklayınız. 


Rl 
Uy — Tün 
<1 —İ | 
> Gİ 
3 yn 
e) 
(— 
u — 
n Va 
e 
aya 
—1)Y ,2 
ün — t Di — 
— G0 43) 
Uyg —— ya 
n2? 
4 
nr! 
Ws (—Yri n! 


13.5... (n—i) 


“Cevap: Iraksak 


Cevap: Iraksak 


Cevap: Mutlak yakınsak 


Cevap: Şartlı yakınsak 


Cevap: Mutlak yakınsak 


Cevap : Mutlak yakınsak 


Cevap: Iraksak 


Cevap : Mutlak yakınsak 


Cevap: Mutlak yakınsak 


45. 


46. 


47. 


48. 


49, 


50, 
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ayal 
ün — A ari Cevap: Şartlı yakınsak 
hn Vin 


— Gu" .2.4.6... (On) Cevap: Mutlak yakınsak 


ee We ri 
—1 n—İ : 

UZ ( aş - Cevap: Iraksak 
ün — e me alan Cevap: Şartlı yakınsak 

n 

ntl 
ün — (0 leg(nki) Cevap; Şartlı yakınsak 
nl 
a isinin yakınsaklık aralığını belirtini 
X— - 57 *... serisinin yakınsaklık aralığını belirtiniz, 
xaa—l 
Serinin genel terimi: u,--(—1)Y"t; olup 
2n—1il 
2n 41 
İnş e İN 2n—1l 
Lim|—*-| —Lim/)-——-——- 
ei) np Zal  x 
2n —İ 
s Lim/ —— |» 
no 2n 1 


bulunur. Serinin yakınsak olabilmesi için x?<1 olması gerekece- 
ğinden yakınsaklık aralığı —1<x<-:-1 dir. Ancak sınır değer- 
lerinin aralığa dahil olup olmadıklarını incelemek gerekir. 


x s—i için seri: 


şeklinde alternatif bir seri olaraklu,,ı| <|u,| ve Limu,-0 
n—>© 


olduğundan yakınsaktır. 
x---1 için seri: 
I— pie 
şeklinde alternatif bir şeri olup ayni sebepten yakınsaktır. Bun- 
lara göre verilen serinin yakınsaklık 'aralığı : 
—ikxsrl 
dir. 
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/ 1.3 1.3.3 ; 


—... serisinin yakınsaklık aralığını be- 


RE e DAN vid kaşe 
Gy gi 


lirtiniz. 


, 1.3.5....(2n — 1) 


Serinin genel terimi: u, — ir Wa a x" olup 


im dat | & Lim | 135. On—iM2rt1), 2.4.6..2n 
İk | > Lim| 3.4.6..İn0nk3) ' 135.01) * 
a hani 
di e ine >* 
İŞ 2n---1 Ni 
Lim İz ezİiri ia 


bulunur. Serinin yakınsak olabilmesi için (x| <i yani 
—1<x<-*1 olmalıdır. 


Diğer taraftan: 
x - —1l için seri ıraksak, 
x--1 için seri yakınsak 
olduğundan serinin yakınsaklık aralığı: 


—i<x<$l 
dir 


(4Y—5(42 4 5(2 429 — (e 24... serisi- 


nin yakınsaklık aralığını belirtiniz. 


Serinin genel terimi: u, — (— iyı EE olup 


al ül şşt a 
al Lim) fi '&Tr2r 
p n 
- kim | - 555 ka) lxk2i 


dir. Serinin yakınsak olabilmesi için |(|x-4--2| <1 yani 
—1<x42<--1 veya —3<x<—i olmalıdır. Ancak sr- 
nır değerlerinin aralığa dahil olup olmadıklarını belirtmek üzere 


ayrıca inceleme yapmak gerekir. 


53. 


x-—3 için seri: 
1 1 ? 


silme ŞA 


2 3 4 ... 


şeklinde bir harmonik seri olarak ıraksaktır. 
x-—İ için seri: 
i 1 1 
1—şi5—7 -.. . 


şeklinde genel terimi sıfıra yaklaşan ve herbir terimi kendinden 
evvelkinden, mutlak değer bakımından, daha küçük olan bir al- 
ternatif seri olup yakınsaktır, 


Bunlara göre verilen serinin yakınsaklık aralığı: 


—3<x<—1 
dir. 
m 1.3.5 
Fa LE 
TİTİZ beet 


ipe) PN YE EEE İNE 


serisinin yakınsaklık aralığını belirtiniz. 


ini  1.3.5..(2n—3)(2n—1) 1.2.3.(0—1) 
e nl Lim) 123. 0n—i)n  13.5.(2n—3)“ 
— Lim me 
n—x>© n 


olup serinin yakınsak olabilmesi için 2|x2( <1 olmalıdır: Bu- 
2 5 v2 
elde edilir. Diğer taraftan x-— — Ed ve x - --—— için seri: 


v2 tü 
1 13 1 1.3.5 1 
o ei 


radan ise| x?| < La yanilx| < # veya KE 


ei LAN 
123.471) İT 


şeklini alır ki bu da herbir terimi, mutlak değerce, kendinden 
evvel gelen terimden küçük olan ve genel terimi sıfır limitine 
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54, 


55. 
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yaklaşan bir alternatif seri olarak yakınsaktır. Buna göre veri- 
len serinin yakınsaklık aralığı : 


1 
<xS--— 


OZ i 


dir. 


(4-20) 7 (x-2P45 5 LAP le yp ig (8-24. serisinin yas 


kınsaklık aralığını belirtiniz. 


Serinin genel terimi u, — (— 1)**1 e olup : 
# , ki 
2. | Ünsi ea” m 
ei av EE 
2 
— Lim| —( 25) (6—2)1x—2 
Lim! (a T i ) ! | 


dir. Serinin yakınsak olabilmesi için |x—2|<1 yani —1<x—2<--1 
veya 1<x<3 olmalıdır. Şimdi de aralığın sınır değerlerinin ara- 
lığa dahil olup olmadıklarını inceleyelim. 


x —İ için seri: 
1 1 
-tptatite) 


şeklinde bir sert olur ki bu da p-—2 olan p serisi olup yakın- 
saktır, 


x — 3 için ise seri: 
i 
e 


şeklinde bir seri olur ki bu da yakınsak bir alternatif seridir. 
Bunlara göre verilen serinin yakınsaklık aralığı : 

1<x<3 
dür. 


w ME YE 
yi BR ei pa il e *..... serisinin yakınsaklık 


a e 
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Serinin genel terimi u, 2 olup: 
i , iz 2yeil n 
Lim) Zer | &j 6-2 R.. 
bal Ün İk NR * 1 (x imla 2) | 
5 n ka 
ee eee e 2| 


dir. Serinin yakınsak olabilmesi için |x —2| <1 yani 
—1<x—2< #1 veya *1<x<--3 olmalıdır. Şimdi de 
aralığın sınır değerleri için serinin karakterini belirtelim. - 


yi il İk. 
xi için seri: Le 5 3 be e 


şeklinde bir alternatif seri olup yakınsaktır. 
x-3 için ise seri: 


şeklinde bir harmonik seri olup ıraksaktır. Bunlara göre verilen 
serinin yakınsaklık aralığı: 


1<x<3 
dür. 


Aşağıda genel terimleri verilmiş kuvvet serilerinin yakınsaklık aralıklarını 
belirtiniz. 


diy 5 li Cevap: —1<x<-1 
Un z (2x) Cevap : —5<x<45 
&—1ı)” 
Un Zün3 Cevap: —2 £x—1< $-2 
2 n 
ua er Cevap: —1<£x42<-1 
vVn 
x“ il ii Lİ 
ün > öğ Cevap: —o<x<j© 
— (8/2) 2 2 
lm Cevap : —g EK İz 
us znix—I) Cevap: —I1I<x—i<*1 
101 n 
ün e 2 İD Cevap: —3Xx44<--3 


(<0 nl) 22) 


ün Tür) Cevap: —8<x—2< 18 
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(Pİ nl (8/2) i 
65. ün — sün) 7 —9 Cevap: — 5 Se xd ye 3 


— Mx" 
e yele Cevap : 1S aeşi 


BE me ae 
67. ii lepinti) 


(—YPTİlog r)2".x" 3 . 3 
il ii Cevap : —5SxSi5 


Cevap: —I<x&--1 


68. Unz 


60. f(x) leke) fonksiyonunu seriye açınız, 


Ha) ğ leke 40) — 

fe) Ze -e) /(0)-0 

b 

fe ke) (0-1 

FO Şe) r0- 
olarak : e — 

(AY e. 
den : 


1 : li x x xn İ 
geten-liği yiti 


bulunur. 


70. y— Aresinx fonksiyonunu seriye açınız. 


f(x) - Arcsinx f(0)-0 
f0)—-(1—x)-2 f(0)-1 
fo) sx(— 32 f'(0)-0 
jile) 3d ay f(0)—1 
“> 9x(1 — x2)52 4 15x3(1 — 2) 2 fV(0) -- 


a) KI — 22 90 2(1 — 272 
ii 4 105x* sü — 7 #0) — 
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olup Mac-Laurin serisinde yerlerine konursa: 


3 5 
, Aresin x — x 4 5 Al AR 


5 
A6 OR) ar Te 
bulunur. 


71. y-log(x--Vİ-4x2) fonksiyonunu seriye açınız. 


f)-logevi pe) 4(0)-0 
f() (14x12 f(0)-1 
fa) >—x(14) f(0)—0 


0) >— (14) 90 30(1 4-2) f"(0)—1 
PV) — 9x(1 2) 15 ey (MO) 0 
(0) 9(14-x3)-52 90 2(1 4 x2y-72 


i k105'(1 ya f'(0)-9 
i, . . . . . . . 
olarak : 
enkei in ei 
bulunur. 


72. ys 1z fonksiyonunun seriye açılımının ilk üç terimini belirtiniz. 


Mz (0-1 
re —İZ 0-0 
sh?x — 1 


FT /0--1 
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ii 5 sh x — sh? 
PR /(0)-0 
5—18sh? hi 

Va) 222 — ii sh MO) — 5 

olarak : 
i x 5x 
hız taş t* 

bulunur, 


ysxe fonksiyonunu seriye açınız. 


& x x? x x" 
a rr iz 


ve 


—x x x — Yk 
e*—1 tag Tet | *.. 
olup : 
yaxe— pa - px EE ş Ga 
bulunur. 
(x)sesinx fonksi yonunu seriye açınız, 
Ko) —esinx #(0) —-0 
f() se(sinx -cosx) /(0)—1 
f(x) —2e'cosx /(0)-2 
İ"() —2e(cosx— sinx) /"(0)-—2 
Ma): -—4esinx — — 4f(x) fVO)— 0 
KG) >—4f'(x) /“0)——4 
0) > —4f'(a) #0) - —8 
Fx) ——4f"(a) /“X0) — —8 


EVİ) — — 4 fVÇ) 


olarak : 


#wİKO) —0 


... 


75. 


76. 


71. 


78. 


79, 


80. 


81. 


82. 


83. 


84, 


85. 


86. 


87. 


88, 
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> xXx 22 2» 4 8x9 8x) , 16x 
Se yg © İN e 
dir. 


Aşağıdaki serilerin, hizalarında belirtilen aralıklarda, verilen fonksiyonla- 
rın açılımları olduklarını gösteriniz. 


eg 1 iğ - 
sinx2x— 3 * mi (x in her değeri için) 
P i 
cosxzl— 3 il a “ği rk... (x in her değeri için) 
2 x3 

ax —1-4 xloga-* > log?a -- 1 log3a *-. (x in her değeri için) 

x2 | x3 
e—l4x- 3i * 31 hr... (w in her değeri için) 

3 5 
sinax zax— La ca —esa (x in her değeri için) 
2 
lolita) — EE — zi Eş —I<xgt1 
2 3 4 
logll —) x—x—5—7—7—.. —Ikx<tİ,; 
(a--x)nzan--nan-le ji —— —— al nin 1), an—2 x2 4... (a>>0) —a<x<“-a 
7 

er —ikrkti 

2x1 i P 
sin?x << x2 — 3 bu (x in her değeri tçın) 
logx—(x—1)— ein 1 EŞ — 0<x<2 
ği ” (—a) i iu 
sinx —sina-(x—a)cosa— zi a —. (x in her değeri için) 
ex th — ex ( -h * a 3i li 2 (hin her değeri için) 
YZ yi dört ondalık doğru olarak hesaplayınız. 

b— a) b—a” ,,, 
Ke) Ha) İT fta) Şİ ta) şet 
il b — ayırt! ; 
4 Çİ pena) 


(0-41)! 
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formülünde /(0)>x18,a-—8,8-7veb—a-—1 olarak; 
Hasar , f(a)— — 2,000000 
fp , Kelp ii — — 0,0833 33 
fa) Şi, Şİ, 0003472 
37 10 ke, (ay m a) —— Si — — 0,0002 41 
Va) — 3, AV (“> a —— 338 — — 0,0000 20 


elde edilir. ya taraftan : 
880 şa, 880 x1 


4 
Fa) — zağı 243 x,5 
ve 72x28 , m8<2 , x5>75 49x343 
olup : 
Wa) 880.2 NM. 
0< 7 <a ap 340 < 25000 — 9000004 
ve (b—a)-—1 olarak: 


— 0,000004 <R,<0 
dır. Buna göre 3/7 yukarıki değerlerden: 
Vİ > 1,9129 
olarak bulunur. 


e'? ün hesabı için e* serisinin ilk beş terimi kullanılmış olsa 


yapılan hata ne olur? 


“a x bU 3 x" zati a 
ösllutigigtet tür) *X8x) 


olup hata: 


nl 


Bar Di 


(0<0<1) 


dir. Bizim problemimizde n—4 ve x 5 olduğuna göre : 


90. 
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Gİ 
2 3 0x. Li gi 
29160 
dir, 0<0<1 olup &x in en “büyük değeri Onın Ö—1 değerine 
karşılık olanıdır; Buna yi 


g3 313 
R Sis sin < Söisö 


R < 0,000905 
bulunur. 


” LE İİ i z 
x i hangi değerler arasında seçmelidir ki cosx yerine —-x 


alındığı zaman yapılan hata 0,0005 den küçük olsun? 


cosx-1— 2 ie /Vöx) 
2 24 
1. 7 #9 
—1— 515; cos0x 
olup : 


IR) İz —  cosöx 


<İğz | < 0,0005 


x* 
| 3d < eni 


120 

4 2 — 

| x*9) < 0,012 10000 
4 İTER 

xl) <— — 


1x1< 0,33 radyan 
1x1<18'57 
olmalıdır. 


LER Hep bi >” integralinin değerini seriler yardımiyle üç onda- 


ili doğru olarak heseplayınız. 
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—x2 > x x >. 
e“ -lI-yta-gtg 
> x* x5 x8 
bee eg ge 
1— e» pe x1 x5 x8 
geleyim 
167 x xi x b 
m “<*-amteyjatşa”e. 
İk gra 061111 
—e v 
İ re li m e air re ii 


1 1 1 1 9 
—1— to ıt sö 


x 1— 0,16666--0,03333 — 0,005 95 -- 0,000 92 
& 0,86164 
olup üç ondalığa kadar doğru sonuç 0,861 dir. 


92. e-02 yi beş ondalık doğru olarak hesaplayınız. Cevap: 0,81873 
93. | e0:2 yi beş ondalık doğru olarak hesaplayınız. i Cevap: 1,22140 
14. cos 0,5 i beş ondalık doğru olarali hesaplayınız. * Cevap: 0,87758 
95. (0,91)1/3 ü beş ondalık doğru olarak hesaplayınız. © Cevap: 0,96905 
96. sin 2” yi dört ondalık doğru olarak hesaplayınız. Cevap: 0,0349 
97. | sin 489 yi dört ondalık doğru olarak hesaplayınız. Cevap: 0.7431. 

0,4. | i 
98. J e-*İdx integralini dört ondalık doğru olarak hesaplayınız. 

> 


Cevap: 0,3797 


99. oo Peryodu 2x olan f(x)x fonksiyonunu —nS<x<--x aralığında 
fourier serisine açınız. 
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Fonksiyonun eğrisi şekil 110 da gösterilmiş olup : 


4x 
e 
Ag dr. 3 İm 
—r 
ir , , aki 
ün, — na f cosnxdx 2 esin x/İ”— zf sinns de -—0; 
T. : nr a AR 
—x —r 
1 ii 1 px. 1 a 
b, — Z (xsinnzde -— Xx COS nx 47 f cosnzde 
LAN nT ii © NR. 
—r —r 


i 2 
— — aa eos T) cos (— 0) 
2 
— — — cosnr 
n 
ven çift isecosnn—---1: n tek ise cosnrn-—1 olarak: 


f() -2 sin — 2 sin 2x 5 sin3x ——-sindx --... 
(— 


— pp 


nl 


n 


sinnx ie) 


bulunur. Fonksiyon tek fonksiyon olup aç ve a, lerin, daha ev- 
vel, sıfır oldukları söylenebilirdi. 


Şekil 110 


100. (—r, 0) aralığında f(x) -—x ve (0,m) aralığında f(x) Xx 


olan peryodik f(x) fonksiyonunu fourier serisine açınız. 


Fonksiyonun eğrisi şekil 111 de gösterilmiştir : Fonksiyon 
çift fonksiyon olup 5, ler sıfıra eşittir. 
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Tg, (Ka cosnx dx 
—r 


r 
— 2 f vcosnx dx 
0 


Şekil 111 
T 
— 2 yersin ne z — > (isin nx dx 
n 0 n. 
0 
— 2 (1 — cos nr) 
e R 4 
ve n çift ise a, <0, n tek ise a, — — ni olarak : 


fe) — 5—i eos. 4 gz cos Br 5 cos5x--..... | 


bulunur. 


101. ((—7,--7) aralığındaki bütün x değerleri için (—r, 0) aralığın- 
da f(x) -—71 ve (0, r) aralığında f(x) — 7 olan f(x) fonksiyo- 


nunu fourier serisine açınız, 


Fonksiyonun eğrisi şekil 112 
de gösterilmiştir. Fonksiyon tek 
fonksiyon olup ao ve a,ler sıfıra 
eşittir, 


Şekil 112 


na Tr 
T Ön - (48 sin nx dx-2 | sin nxdı — Za — cosn) 
0 


—T 


ve n çift ise 6. :--0, n tek ise 6, — olarak : 


(6) Ş (sin rtzsin3r 45 sinir --.... 


bulunur, 
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102. Zr peryodlu f(x) -n2—x fonksiyonunu (— 7, n) aralığında fow- 
rier serisine açınız, 


Fonksiyon çift fonksiyon olup 6, - 0 dır. 


TK T 
ip 1 
 — de -— | (—x)d 
an </ HKajdı | x)dx 
0 0 i 
el EE İş 2. 
ii T 3 0 T 3 3 , 
T 
2 2 7 
a, -— İ(—a)cosnwdr 
rx. 
0 
T K 
2 2 2 2 
-—— fİ ncosnxdı— — | x?cösnxdx 
T n 
(0) o 
1 . r 2 yf 
— 2r| — sinnx| — | cosnx dr 
n 0 T 
TK 
İİ ” 
——— j)x'cosnxdı; 
: 7 
n xi 2 N 
xcosnxda -—— sin nx — — x sinnx dış 
” x 1 
xsinnxdı ——- cOsnx— cosnxdx; 
. 


xw i İİ .. 
—— -——Cosnx Ga siıinnx; 
on n? yi 


n 0, 'dx 2 . 
x“cosnxdxı — m sinnx - 7 cos nx — # sinnrx; 
z , 


Tr 
2 > 
a -— 7 jx cosnxdı 
0 


sin nx -k 2x cos nx 2 sinzx i 
r n o A 


EZ e — 
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olarak : 
2. 4 4 4 
Ko) EN - jz cosx— 5, cos 2x -- 3 cosdr—... 


bulunur. 


2 
103. 2x peryodlu f(x) -7 fonksiyonunu (—, --r) aralığında fou- 


rler serisine açınız. 


Fonksiyon çift fonksiyon olup 6, — 0 dır. 


” 1 (fx dı 1lE pe 
e — — aa——|.— m -— 9 
9 ja 24 112 
0 i 
TK 
2 pe iy 
a, -— İ— cosnxdı- x*cosnxdı 
rj 4 2r i 
0 | 0 
ve 
” Va 2 P 
J x>cosnx dx — > sinrx—-— jxsinnx dı 
2 2 9 2 
xe. 
> —sinnx--— xcos | cosnxdı 
n n n 
zi sin nx-- Xx COS NX - sin nx 
VER ye: 2 
n n i n 
olup : 
a YE sin nx Z dam 2 sin nx 
pe “  sinnx-- eli 
ve 2r|nr Tr? ni 
a | Tr vi m 
e mi COSNT m cCOsnT 
el 1 : 1 
ve n çift ise a,— gin tek ise an— — mi olarak : 
2 ; 
T COS x cos İx cos 3x 
f XX) Ss km” ön * .... 
O- 5-7 tp Ge 


bulunur. 
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104. Zx peryodlu f(x) e” fonksiyonunu (—T, 4) aralığında fourier 
serisine açınız, 


1 pi 1 J1 ir eg" — g—r 
0“ ç fdr- 2r o BE 7 
—T 
-r 
a, — li OS nx dx olup: 


KR 


1 , 2 > 
je cosnxdr --——-e”sinnx— ir e” sin nx dx 


n 
vE: 
N 1 2 
J e” sinnxdx - — b e”cosnx -- EE e” cos nx dx 
2x 1 2x - 
e cosnxdx -— e sin ax $ > e” cosnx 
4 
——5je*cosnxdı 
n 
, N 
n 4-4 ls 2 
. fe cosnxdxı —e” (esin nx; cosnx j 
NA n n 
olup: 
1 n2 e* --r 
aa -— İe”cosnxdı -|——- — sin ek —i <osnx 
r. r(n?-4-4) —r 


n 


“ir: 0 ln 1 sinar 7 2 ; COS ne) -e eg?” Bi sin(— nr) 


2 
CE Pe cos(— nr) 
2 
n 2 2 
| e“ cos nun — m e” cos nz) 


dn? 4) n 


a 2 Ir . ,—IR 
— Kara € e )cosar 
dir. 
NM *r 
br — ©) e” sinnxdx olup: 


>—T 
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105. 
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1.4 2 , 
i e” sinnxdx - — e e”cosnx -- e”cosnx dx 
j 


1 i 2 i 
je cosnxdx e e”sinnx — > e”sinnxdx 


i 1 2 : 4 : 
je sinrxdx > — EE e”cosnx- a e” sinnx — Z e”sinnxdx 
2 
n?--4 2 : 1 
Me / e”sinnxdx — — e”sinnx,——- e”cos nx ve 
ni | n n 
Ni > 
1 P n 2 R 1 
b, — / e”sinnxdx -——-—.|— e”sinnx — — e”cos nx 
Mm r(n?--4) ir n e 
—R 
IR —R 
n e —e n 
—K.. eM)eg 2 
— ——-— (6-2 — e?"Ycosnn - ————— —-— cosnr 
r(n?--4) ( ) r nd 
olarak : 
e &—ei Mer —ei)lcosx cos?r  c0s3r.. İ 
4r Tr 244 44 344 © 


gi — ç-R e x o 2sin2x , 3sin3x | 

TR 12-4 24 324 
bulunur. : 
0<x<x için f(x) — z—x ve —R<x<0 için fo) Fx 


olan 2x peryodlu Kx) fonksiyonunu fourier serisine açınız. 


Fouksiyonun eğrisi şekil 113 de gösterilmiştir. Fonksiyon 
çift fonksiyon olup 6. -0' dır. 


T 


2 ((r 
ün—-—İl——xlcosnxdr 
: Ja 
0 


7 r 
2 

— fcosnzde —E f xcosnrdr 
0 0 


Şekil 113 
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-| 2 (san zi 
SEE > 4 
ve n çift ise a, --0, ntek ise a, pa olarak : 
Ke Yt e e EE cosöx m | 
ME İleri KU m 
bulunur. 
106.: —r<x<0 aralığında ((X)--7-x ve 0<x<r aralığında 


f()—n-—x olan f(x) fonksiyonunu (—, m) aralığında fourier 
serisin& açınız. 


Fonksiyonun eğrisi şekil 114'de gösterilmiştir. 


Şekil 114 


) 
il 


0 r 
me f e tlde (6-085) 5 F' 
z 


0 e 
ld (-- x) cos nede k ( (6—s)eosnzdr| 
0 


—aR 


Ün 
a —( — cosnr); 


Ö r 
b. X | fe İ-x)sinnxdx-- j6 — x)sin nde) —-0 
—r 0 


olarak : 


OR şir 4 ve) 


bulunur. 
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107.  (—x,0) aralığında (8) -0 ve (0,7) aralığında (6) -x olan 
peryodik f(x) fonksiyonunu (— 7, 4-7) aralığında fourier serisine 
“açınız. © i 

Fonksiyonun gösterdiği eğri şekil 115 de gösterilmiştir. 


Şekil 115 


kri 
r 


n 
e İf. | 
| sinnxdxı 
(0) R, 
0 


yz 
—xsinnx 
n 


a, çf #cosnrda- 2) 
Tr Tr 


- 


1 Lİ ıfi 1 
— —cosnx| -—|— cosnra — — 
R gp 7njn R 


1 
— ini (cos nr — 1) 


ven çift ise a, -0, n tek İSE da “27 dir. Diğer taraftan : 


: ; 
EE nsl 
Ö, 1 fa sinnzde — ne 
Tr J : 7 0 
0 
olarak: , 
(23 a GOR * sin go 
x 3 > x Xx 3 
2 sn Sindel, 
il cos 3x - EE M e 
bulunur. 


108. Eğrisi şekil 116 da gösterilen 


fonksiyonu fourier serisine açınız. 


Fonksiyön çift fonksiyon 
olup 2,0 dır; 


Şekil 116 


109, 


112, 
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r/3 TK : 
i ij 1 Tİ r 
ao -— — dx dxı| -—i||)—x va İ-; 
m |/ ti | | 0 i İ2n/3 
0 2r/3 i 
ve 
7/3 T 
e) —cosnxdx- fsosnzdr 
2r/3 
3 
— İz sine Wi *- e ği | 
T rn 0 rn 2r/3 
a RR Egin 2 e sin r -- cos uz 
e sine Şİ 7n e” "6 
olup n çift ise a, —-0, n tek ise: 
o 23 ği 423 
eme a5 şi 


olarak : 


1 — cos Mr... 


e 2N3 AVE (cosx— 5 cos 5x --- ? cos 7x — ir 


bulunur, 


27 peryodlu y — e” fonksiyonunu (<-7, --7) aralığında fourier serisine açınız. 


- 1 © cosnx—nsin 
c igne ill co: —nsinx 
evap e ze Ç * 2 iç ra İn? 


r—1 


1 —a?—nx Ze x2— ix 
—1Şx<0 için f(x) —-——7— ve OŞEKT için (x)—— 7 


olan f(x) 


fonksiyonunu fourier serisine açınız. 


4 /sinx , sin3x , sinöx 

Cevap : fa) m ( 13 Rİ Tam lir te) 
T2x—x3 . . ... 

(Sr, -r) aralığında /(x) — 3 olan ((x) fonksiyonunu fourier serisine 
açınız. 

© : 

ği “e | (— Dn—isinnx 

Cevap: f(x)4 » e 


Rn—l 
OST aralığında ()—x ve 7x <2 aralığında ((x)—27—x olan fonk- 


siyonu İouricr serisini açınız. 


RİP cos e: cosl?n -- 1)x 
fe 5— EÇ eosr ki Ek.) 


Cevap: 


2. 


13. KISMİ TÜREVLER 


uz-log— için iz EN olduğunu gösteriniz 
Sy ' dxdy Oo dyöx 8 8 * 
du Uy 1, Odu ig. 
ör xy x öyöx , 
du — x/y? 1 du 
— m — 2 e Ş m 
oy xİy y dxdy 
olarak : 
du. ön. 
dxdy Oo öyder 
dır. 
ağu ay ia çi 
u - x* arcig lam arciğ y için yö Ey 
gösteriniz. 
Der ANN 
Si 2x Arcig page 
olup : 
du w 2 hi y” 
dY0Xx --y 
dir, 
N 3 . du , du . | 
use'cosy olduğuna göre YE * öye vi hesaplayınız. 
ÖL. e cos m e"sin 
0x J öy v 
iz * cos İ in e 
ör! Eee Yy öy? J 
olup: 
e 
0x? öy” Kiz 


bulunur. 


olduğunu 
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VEE Aresin iin 2 yl lu olduğunu gös 
4. u—yz—y Arcsin ç OİR X5 tiğy u olduğunu gös 
teriniz. 
e 
> — 7 Aresin 2 2 $ Yei—yi —iz - 
x 
e — Aresin il ği 
x—yi x x 
1 
XxX 
En 7 Aresin 2 — b Ve—y 
mir 1 — y 
zi 
e İ. in Z. 
VER Arcsin 5 1 
olarak 
du dv. 2 e Yİ 
Xi *-y öğ” VER -Arcsin m EŞ Arcsin 2 Pi y 
— VEZy Aresin Z —u 
Xx 
bulunur. 
5 u-—sin(x--y)--cos(x—y) için yn 2——— EE 
1 0x” 54 ir 


duğunu gösteriniz. 


e cos(x -- y) — sin(x—y) 


ÖX 
> > —sin(x - y)— cos(x— y) 
iy — cos(x--y)--sin(x — y) 
e — sin(x -- y) - cos(x — y) 
Pu 


öyör -— — cosfx EE y)— sin(x— y) 
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0'u : 
ya 7 sin(x - y) -*-cos(x — y) 
du cl i 
Dı — cos(x -- y) --sin(x — y) 
du ; 
Tİ — — sin(x--y)— cos(x—y) 
e — — cos(xJ-y)— sin(x — Yy). 


ayi sne ty) ee — yi) 


olarak : 
du . © u : 3 a 
0” “özay > sin(x--y) - cos(x—y) — 2sin(x-4-y) 


—2cos(x—y)-- sin(x--y) - cos(x—y) 
—0 
olduğu görülür. 


6. e e için © 


. Nm iy - cos(x -- 2y) iğ 


olduğunu gösteriniz. 


kay a Me 


—— —yle —2e-*-- (X*-y)e-*— 5 sin(x -- 2y) 


ÜX 


— —2yei ei cosx--2y) — xet 


öy 
>. —-2ye—e*—sin(x-4-2y)—e! 
öxdy O“ e 


olup: 
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öy —ye—2e- kleiyle— 5 sin(x--2y) 
—2ye4e*--sin(x-4-2y)-- eV 4- 2ye'--e-* --cos(x--2y) 


—xe—ye—(x-4y)e *— 5 sin(x - 2y) - xe! 
— cos(x -- 2y) e 


bulunur. 
7. usx'-#sin(x-*-y)—ylogx için: 
0'u e Ou gu — J 
dydx yox öy x 
olduğunu gösteriniz. 
ir —coslx -y)—logx; TİR sin(x --y); 
du Pad : Gu. — N 
0y cos(x --y) 5 0y dua cos(x 4-y); 
öu : 1 0 u i 
olarak : 
öu ö'u © 
dyör iy 5 ay — cos(x -- y) ei *-2c0s(x *-y) 
—cos(x İ-y) 
1 
“e 
bulunur. 


— e için : 
& 
da or 27 4u—26 
olduğunu gösteriniz. 
du e m e, N 
ii (—x2—2y—21g(x- 
ğu 
ör” 


Yy k2-42se(x yil 


—(x—2x-4-2y—2--2tg(x--y)—4secX(x--y) 


k4se(x 4-y) tg(x *- yil 


320 


9, 


10. 
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5 —e-*(2--2seXx-- yil 

du Eş 

iyi —d4e-*secXx--y)teg(x--y) 
olarak : 

Ou du du Ma 

dr öy” 2 Em * u— 2 e 
bulunur, 


.-x/(E) ise öv nu olduğunu gösteriniz. 
ÖL nani (af Bp 
över dre) 


ve 


olarak : 
du du . n J. — n—I | 3 n—İ Z J 
Ki nf EE) yı HE) r(E) 


- R y e 
nx"f | z j nu 
bulunur, 
2 ç n Ör dd... ? 
xsesinb ve y-ecos0 olduğuna göre — ve Era türevleri- 
Cc 


öy 
ni hesaplayınız. 


Xx X 
---—tg0 ve 0—Arcte— olarak: 
yz Sy 


60 y 


ö sy 


ve xy e”, 2r—log(x?-4-y7) veya r- > log(x? ---y) 
olarak: 


11, 


12, 
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BEN 
Yy xy 
bulunur. 
2 2 > ğ ., du 
—x'--xy--y, sini, ys cost olduğuna göre de Yi 
hesaplayınız 
u du dx dy 
time — cost, 7 < — sini 
olarak : 


du döudx , üdy 


di “özde t öy ge xt y)cosi—(x-t2y) sine 


> (2sin£--cos?)cos? — (sin£--2c0s?)sin? 
— cos — sinf — cos 2? — y?— x? 
bulunur, 


u-log(x'y'), x-e!, ye olduğuna göre o #ürevini ve bu 


türevin t — / için değerini hesaplayınız. 


u—ylogx--xlogy yazılırsa — — Z * logy ve 


vu —log x Lr — olarak: 


a 
di. e dudy (y LL LA du 
ai zi Horus) tİ$ #logx) di 
ğö Ni a e — e-* değerleri yerlerine konursa : 
du 


çek | ŞA — 
ET Ç Hogu)e (5 “ogle 
bulunur, Burada da x ve y yerine £ cinsinden değerleri yazılırsa: 
e— ER et — 
rim # loge “) et — (Skiezee * 
—et—te—e—fje- 


-—(—0)e*—İ(1--1)e 


ve ii yapılırsa: 
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14, 
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bulunur. 
Ye 2 wv vi d'u N 
u-esinxve xi, ys 3t olduğuna göre JE Yi hesaplayınız. 


du  dudx | öu dy 
de öxde ' öyde 


d'u du dx du dyjdx , öu dx ii 
de “öde Yöyordi)di * öx dö 
(du dı ii dy)dy , du diy 
wi dt dilde "öy de. 
o du (dx du o dy du dx  öu diy 
0 (5) p2 dydx ari İğ Ni MT? öx de 3 öy dt 
olup : i 
i du du 9 
3 “e c0sr; öç 7 esine). 
Vi 
iy “e sinx;, 2 evsinx 
oy . öy 
Odu , 
öy or e c05xi 
dx de , du, dy 
de gp Maya 


değerleri yerlerine konursa : 


Üz“ —esinr dö 2ecosx M3“ esine: 9 
He'cosx:2-4-e'sinx-0 
—(0—42)e'sinx-- (124 --1)e'cosx 
—(9—4x)e'sinx--(4y-4-1)e”cosx 
bulunur. 


u—zsinİ, x— IR 75, ya4r—2s9, 2-7r—335 


olduğuna göre — i hesaplayınız, 
Cc 


15. 
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du döudxz , du öy , du öz 
Or özür ar ğü 
ve 
du... 2Y J du. Z Yy ÖL 
ör e iy ee op 
ÖX öy Öz 
ET ör , ir © 4 ş a dr 
olarak 
du 6rzy y âz -y 
> m 0s © t po “bâr sin 
bulunur. 


V- Way), x-rcoso,yrsino olduğuna göre: 


GEY) 


olduğunu gösteriniz, 


ör. ÖY MN Baş 
ör 7<0s9 , 5. <sin9 , öy rsino , öy rcos9 
ve 
AV  öVöx,0Vdy  OV. Ap A ii 
ör Oro Töyör ox Yer, enŞ 
0V OV ox ,aVöy  X .  ,eV 
9 öx öd Si 89 ör Me am 
IN... Zİ cos 
r 09 öx - ii 
olarak : 
90V ov dV 2 
İml al le (cos sin e) 4 Şisinei Zi cose) 
, fav öV oV a 
— GE) cos? 27 öy cos esine HİZ | inte 


- rl sin?p 2 öV Ez sine 9 COS eta zy) c0s”9 
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— (cop -- sin? 9) (ğ | -- (cos? y --sin? Ol > 


SM) 


x-e'secu, y e“igu olduğuna göre: 


0f İİ bl 2) öf 
wi 5 ie) ke TW özay 


bulunur. 


16, 2-f(x,y), 
8f ef). 
dudu du 
olduğunu gösteriniz. 
4.80 çay; 
gö Oro epey O (YU: 
EŞ İY Ça ör. 


cosu | 


dudu 0x? du © öydöx duldv © öx duğu 


df öx |, öf öy)öy |,0f öy 
e du ty du )ğv My 0000 duĞU 


dir. Burada DE e“secu , 
dU 


e” sec?'u değerleri yerlerine konulursa : 


öy . v Ör —z e“ 5 
du << tg, P — e'secutgu, 


© z " e* d v 
e -( e secutgu- > 2 e" sec'u «)e secut İİ e seculgu 


öf v 0f v 2 v 0f v 2 
Hg: secutgu- > y e“sec'u Je ME ei çe u 


2 çesecu >> ee e“seculgu-- 


öf 2v 2 
— iz sec'u tg 5 
öf > W seç? df 2 
v 1 t e“s 

dyöx e” secutg? ula e” sec'u gut öy ec'u 
bulunur. Diğer taraftan : 

öf 0föx , öf0y 

du öxdu oy du 


A 9 df 9 2 
— secuigu-t e'sec'u 


olup : 
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Öf öf öf e seç? vr 2 
e a sec uly e” sec'u -- 
0f 


2 
7 59 Z. e” secu tg'u -- öyi e”sec'utgu 


2 2 
cOS Er 0 Gi) 5 ğ > e” secutgu- E 2 e”sec'u -- 


ii e tg'u İ- Gİ secutgu 


öy dx 
Mi if 0 ölay 
ör xy dydx Tr İyi 
lik) sersem 


bulunur. 


17. x»-—2r—svey-r-- 2s olduğuna göre u-— f(x,y) için iy e 


türevini veren ifadeyi bulunuz. 


> 2r—s ve yr 4 2s ifadelerinin her iki tarafı x'e gö- 
re türetilirse : 


1529 —-E ve -7 42 > 
ve bunlardan da: 
2 EM NN 
öx 5 ? öx 5 
elde edilir. Ayni ifadelerin her iki tarafı y ye göre türetilirse: 
0— 2-5 ve A2 
ve bunlardan da: 
LR 
öy” 5 ? öy 5 
elde edilir. Bunlara göre: 
du öu ör öu 6S 2 du 1 du 


öx ör öx ös ÖX 5 ör 5 ös 
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Gu | x du. 
öy dx dx 
A e 
5 ör 5 ös) ös 15 
2 0u 1 öv yi 2 du | 18uY)2 
sl 5 


bulunur. 


uğ 
8. u-ffxy), x-gfr,s), yhf(r.s) olduğuna göre ai veren 


bir formül çıkarınız. 


ŞI 
4 
1 


du dfdx , öf du 

— 2 l öf olup: 

ör dxör ' öy ör 
ve 


ğsdr dx. 0s dyüx ds ör .ösör 


gf ox 0f öy EL 0f si 
öxd0yds 'day öslör !' ay ösör 


ölü (si g ie KAYA 


e el 
ör ds ör 'ldsör 'ör ösJaxey dylösür 


04 ör öf öy 


dx ösör öy dSÖr 


bulunur. 


19, Vs Wfxy), x-rcosp, yrsinç olduğuna göre: 


öV V Ağ 
PX? ' öy? 
denkleminin 
Mİ A 0 
0? ' rör ' pi öp 


şekline sokulabileceğini gösteriniz. 


0V  öVor ,öVö» ,, V 6Vör , öVöe 
OX Ör ÖX 09 OX oy ör dy dp dy 
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olup ye e leri elde etmek üzere x -rcoso, 
Gk Cg 
yrsino ifadeleri x e göre türetilirse: 
— ör ÖP A d9 
15 cOSY > rsin ye O sinp xx an rCOSY 
elde edilerek bunlardan : 
ör ç 
— - COSp , —— 
Cc 
ve y ye göre türetilirse ; 


Or 7 d9 
0-cose — —rsino<-, isin rcosy 2 
#ğy, orsinez» 7 ut Pay 


ve bunlardan da: 


dr OE Oo COSE 
d7 - sin 9 > öy — pe 
bulunur. Bunlara göre: i 
oV öV sinpoV  öV . eV , cosç öv 
ix eğ r.dp' ay One öp T r dp 
olur. Bu ifadelerden de: 
VW. afv). 2 (aV)ar , 2 (öV)öp 
0x? örler/ Oörlöx)er dolöxfldöx 
&V , sineoV sine aV N 
— (cose 57 kai e 2709 c0SY 


O.V cosp MV sing a'V Sine 
röp r ÖY r öp 


(— sine ZE cos İz — —— — — >——- 


) a Deme öV o 2sinecoso VW 


me ii r 09 r dörde GE 
sinodV , sine &V 
r ör rr de 
VW ., 8V 2sinpcosp 0V 2sinycosp EV 
0y” ni r â9 N ii drd9 iz 


cos?p 0V , cosip öv 
r or pi 097 
bulunarak : 
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2V ,0V a&V , 1 gV 1 eV 
tap”ar tr arti 
olduğu görülür. 


u-e*'İnv den du toplam diferansiyelini hesaplayınız. 


du du 


ve 
m gi sinye*ir? , e xcosye*'iny 
ÖX oy 
olarak : 
du-sinye*'"i"Vdx--cosye*"i"Vdy 
—e*"ins(sinydx--xcosydy) : 
bulunur. 


z-sinlog(xy') den dz toplam diferansielini hesaplayınız. 


ÖZ gey öz 
da —— dx-- öy dy 


ve 
LAN 1 », 1. 
öz 2 sinlog(xy7).coslog(xy?). ai 
a > sin log(xy?) coslog(xy7) 
i e © 
- sin 210g(xy?) — - sin log(x'y1) ; 
ÖZ Isin log(xy”)cos log(xy?) 21y 
oy xy 
— m sin log(xy”) cos log(xy”) — > sin log(x2y*) 
olarak : 


dz — - sin log(x7y") dx 4- z sin log(x7y*) dy 


d. du) . 
— ( -2 <2) sin log(x7y*, 


bulunur. 


22. 


23. 


24. 
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eİ2 sin(x-4-y) dx evi? (sin (X-*-y)—yceos(x--y))dy dife- 


ransielinin bir tam diferansiel olduğunu gösteriniz. 


M dx 4-N dy şeklindeki bir diferansielin tam diferansiel ola- 
bilmesi için gerek ve yeter şart: 


olmasıdır. Buna göre: 


2 —y e”? sin (-y)* e? cos Fy) 
ve 
N i 
| — — ”fcos(x4-y)4-ysin(x-yjl 
olarak 
M | 2N 
öy ÖX 


olduğu görülür. 
dy 


log (x?— y?) — Arsin : den di türevini hesaplayınız. 


f(wy) —log(x2—y7)— Arcsin Z —0 


yazılarak: i 
Af 2 ryve—y O e (2y-4-V—y 
öx x(2—y) * öy —yi 
"ve 
dy. İz. 2g 
dr “İT kay VI 
bulunur. 


x-ce* den da türevini hesaplayınız. 


dı 
fay) —x— cer —0 
, öf > EY eyiz öf —— E evi . | 
dan : > 1 ze, Ea ge“! olup: 
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N 1 evr 
NR PN ar o 
dx İy 8 eyi x 
x 


bulunur. 


-c den türevini hesaplayınız. 


25. 2logx*- |Aresin 2)» 


Kay) —2logx-- (Aresin 1) c-0 


dan : 
| -2, 
a X il 
of — 2 . Mn 2 Arcsin - 
0x x yı oy Xx 
X 
KERE A Aresin 2. 
x Xx Vx —y 
2 2 Arcsin 2- 
SE 2Aresin İ.. 
oy UK, yı y Vx—y 
ii 
olup: 
in 
2. 2y Arcsin ” 
dy T > xv—yi 
de. fg 2 Arcsin z 
VEE 
su Ver 
Gi x Arcsin 27 
x 
bulunur. 


26. o 3x Arccosy--3y log x — r olduğuna göre z türevinin x-İ ve 


W için değerini hesaplayınız. 


27. 


28. 
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Kay) — 3x Arccosy--3ylogx—x-0 


dan: 
yi e öf 
— 3Arcco — —-——<-431 

olup: 

ME 

dik. Arccos y-- 

dx. —log x 

Wi 


bulunur. Bu ifadede x -1 ve y— > yapılırsa: 


1 1 T 1 
li 2 ew 
71/2 YE v 3 
elde edilir. 


Tol 


331 


xy? 4-27—log(yz?)—c den < > ve o türevlerini hesaplayınız. 


f(xy,2) — x4-y? 4 2—log(yz)—c-0 


dan: 
0 0 1 d 2 
M3, OL m0y— 5 Gİ 2 — 2 
“ olup: 
zo fx. 3 . Sez 
ey kk 2 2 
z 
ve 
9y —-1. 
7 O fy. ” yy . 42 —1) 
yi 2 yi) 
z 
bulunur. 


V1--(2,98)(5,03) ifadesinin değerini yaklaşık olarak hesaplayınız. 
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Hay) -z VI Fay , x 3 ve y 5 kabul edilirse: 
H35) 2 VİFBXS - 4 
bulunur, Aranılan değer ise: 
/(2,98;5,03) —f(3;5)-4-4z 
Vİ F(2,98) (5,03) — 4 4 Az 
olup Ax - —0,02 ve Ay - 0,03 olduğu da gözönünde tutularak: 


pda A 
Nİ xy - xy “okey “xy 
Si 2.4 
a — — 0,00125 
ve 
v1 1 (2,98) (5,03) < 4-4- âz -4— 0,00125 
— 3,99875 
dir. 


Bir cismin p yoğunluğu bunun havadaki ağırlığı P,, su içindeki 


ağırlığı da P; olmak üzere p— Ez P; formülü ile hesaplanıyor. 
Pı, 0,01 kg ve Pı de 0,02 kg lık birer hata ile P;—9kg, P»-35 
kg olarak ölçülüyorlar. p nun yukarıdaki formülle hesaplanan 
değerinde yapılan maksimum hatayı bulunuz. 


MR 
p Pı—P> 


olup hata : 


Ap dp dP, te; p, dP: 


ipi 


eri... wi 
Egr tp py 


30, 


31. 
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— PıdPı dPı, 


Pı dP 
Maks. hata—Ap (e BS FF “b | PPP — PT | 
- kad | (Eş 
0,23 
Me ei 0,0144 


bulunur, 


Üçgen şeklindeki bir bahçenin bir açısı 71209 ve bu açıya ait ke- 
narlarının uzunlukları 710 m ve 240mdir. Bu uzunlukların öl- 
çülmesinde 3 cm hata yapıldığına göre, üçüncü kenarın hesaplan- 
masında yapılacak maksimum hatayı yaklaşık olarak hesaplayınız. 


y—1ll0Om, z-240m, «-120 
x2—y)-4-2 — 2yzc0s120 
-—y 2-4 yz 
iel 
de Yy zda (yda 4 zdy) 
yk İyz 
— (2y t2)dy-- (224 y)dz 
ET ri 
ve dy-dz-—0,03 olarak: 
(220 -- 240 -4- 480 -- 110) 0,03 
2V 96100 


31,5 
2Xx310 


— 0,05 ; 


— 


bulunur. 


Bir devrenin direnci i — z formülünden faydalanarak hesap- 


lanmaktadır. E elektromotor kuvvetini ölçerken 7/20 volt, i akı- 
mını ölçerken de — 7/70 amper okuma hatası yapılıyor. Bu şart- 
lar altında i— /5 amper, E — 710 volt okunduğuna göre R di- 
rencinin hesabında yapılacak mutlak ve izafi hataları hesaplayınız. 
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OR ok ,. 


m ai 
7 Z 


MM a 
520 i1s( 


gi 
— 0,0522 ohm (mutlak hata) 


ve 
AR JdR dE di 
RR E i 
20, W0 7 çizeri hata 
5 Tiğ * 15 Yo sü (izafi hata) 
bulunur. 


32.  sin(x--y)nin değerini: 
sin(xİ-y)sinxcos y--sinycosx 


formülü ile hesaplamak istiyoruz. x ve y açılarından herbirinin 
ölçülüşünde 0,1 derecelik birer hata yapıldığı ve budar açıların: 


me > ve SİRY——5 
5 Y 73 


olacak surette ölçüldükleri bilindiğine göre sin (x 4 y) nin hesa- 
bında yapılan yaklaşık hata nedir? 


z-sin(x--g)sinxcosy--sinycosx 
ya La İN 
âzz dz dx da ady 


— (cos xcosy—sinxsin yjdx -- 
(— sin xsiny--cosxcosy)dy 


ve drı-dy- 2 olarak : 
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Az s(2cosxcosy— 2sin «sin y) Faz ân 


5 0,1 x 
ola 75 Visali 180 


—9 2 3 5 Tr 
Ş “13” 3 "13 )1800 
66 r i 
— 55 * Top “ 90018 


bulunur. 


33. ry, ra, r3, ra dirençlerini haiz olan dört direnç teli paralel ola- 
rak bağlanmışsa sonuç olan R direnci şu bağıntı ile verilmiştir : 


e e e 


Tı, Ta, Ta, ra de ayni E izafi hatası yapıldığı zaman K'in hesa- 
bında buna karşılık yapılacak izafi hatanın da E olacağını gös- 
teriniz. 


RR rı rı rn Tr ra  T3 LE 7” 
1 1 1 1 E 
İİK 
elde edilir. Halbuki AR&dR olup 
Ri E 
RR RR 
AR 
RE 


bulunur. 
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Uzunluğu sabit ve a ya eşit olan ve uçları koordinat eksenleri 
üzerinde hareket eden bir doğru parçasının zarfının uzunluğunu 
hesaplayınız. 


Şekil 117 ye göre ÂB doğru parçasının denklemi : 
xcosa--ysinla—p-0 


ve p-ÖlAcosa, OA—asina olup 
pzasinacosa olarak : 


xcosa--ysina—asin&cosa-0 


dır. Buna göre zarfın parametrik denk- 
lemleri : © Şekil 117 


fay,a) — xcosa--ysina—aşinacosa—-0 
falaya) ——xsina--ycosa—acos'a--asin'a—0 
denklemlerinden : 
x-asina, y—acos'a 
olarak bulunur. Zarfın kartezyen denklemi ise : 
x73 pe yı” pa g23 


olup bu da zarf eğrisinin dört rebrusmanlı bir hiposikloid eğri- 
si olduğunu gösterir. 


Bu eğrinin uzunluğu : 


ds — Mid) -- (dy) -3asinacosada — 5 a sin 2a de 


olarak : 
rjJ2 


s-4| Z-asin 20 da 
0 


rJ2 


—3a|—cos2aj -—6a, 


bulunur, 


Alanları sabit ve A değerine eşit olan bütün b7x?-- a?y? — a?b? 
elipslerinin zarfının denklemini bulunuz. 


A-—rzab formülünden b — 2 olarak elipslerin denklemi : 


36. 
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A? A 1 

aa tey-a2 ai 

A i A? 

7 ge tay—-5 (1) 


şeklini alır. Bu denklemden, a ya göre türev alarak: 


242. 


—2 * 2ay?—0 
A2x? 
we ay? -0 


A?*r—r2ya*-0 . 
ve (1) denkleminden: 

Ati niytat'— Ala? 
olarak iki denklem taraf tarafa toplanırsa : 


ja 


2A2x2 Alg? , x-F 


.—. 
tol 


ve 
AE şmiyat A?g 
Sytat Ala 
2 
ys X . yk EET 
parametrik denklemleri bulunur. Bunlardan a yok edilirse zarfın 
kartezyen denklemi olarak: 


im 2x 


elde edilir. 


Başlangıç noktasından geçen ve merkezleri x?— y?— a? hiperbolü 
üzerinde bulunan dairelerin zarfının kartezyen denklemini bulunuz 
Dairelerin denklemi : 
(—aj-4-(y—B)-r 
viyi—2ex—y pa iPr 
ve daireler (0,0) noktasından geçtiğine göre 4? -4-B?- r? olarak: 
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x-4-y—2ax—2By—0 (1) 
dır, Merkezler x2—y?-a? hiperbolü üzerinde olduğuna göre 
a—p? - a olarak 6 —vai—a' dir. (1) denkleminin & ya göre 
türevi alınırsa: 


— 2x—2y$8'-0 
Xx kyB 0 ve BK — ş olduğundan 
a—a? 
ay GE 
li Ni 


Va—ax4-ay-0 o (2) 
(2 — a*)x? 02 y 
(2—y)—- 0x1 
2 
lr e ir 
ve (4) lısı (2) denklemini sağlamadığından çözüm olmayıp: 
i ax 
VE 
bulunur, Bu değer (1) de yerine konursa: 
2-4-y—20x—28y-0 


2 -y)—2ax —IyN a — a0 


a — 


2ax? ax 
2 2 e ER e 
my * Ve 2y —y 0 
2ar 2ay? 
24 — — — — 0 
KEY İyalar ye 
2a(x'—y) 
7, Ax —Y) 
x * y tk Ve ia y e 0 


x-y-- 2a Ve—yi— 0 
m —aE 
(yp —4(—y) 
elde edilir. 


37. 


38. 
39. 
40. 
41, 
42. 


43, 
44. 
45. 


46. 


47. 
48. 


49, 


50. 
51. 
52. 
53. 
54. 


55. 
56. 


51. 


58. 
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Âşağıdaki fonksiyanların x ve y ye göre kısmi türeolerini hesaplayınız. 


z zlog(x3--y2) 
uzlo? tay $22 
uz—xsiny--ysecx 
z— ch(x? 4 3y) 

z —xesiay 

z — Aresin xp 

z —Aretg > 


z-— Arctg Z * gi 
z-—sin(2x—y) 4 log(x2 4 3y) 


z-—e“Y 4 Aresin £. 
y 


ız ie ise Xx *-y Öz. —0 olduğunu gösteriniz. 
“Yy 0) Öy 
2 x0y* ise X öz. *y Ör. -—7z olduğunu gösteriniz. 
xy Öx Oy 
n n p 
—Eİ. ise x vE. *-y Z (n—2)z olduğunu gösteriniz. 
xy Ör Oy 


2 02 2. 
Aşağıdaki ifadelerden —. za 7 , > türevlerini hesaplayınız. 


1 x3y2 4. y5 
z-—xsiny 
z-— sin İx cos 2y 
7 zerxtyi 
z—sşin(2x 4-3y) 
z—logVx34yi 
Ölz sez Oz 
Öyöx OoOÖxöy 
Öz diz 


a pa pl 3z 
EDEN İSE ay ördyör öy ör 


22 x3y--y1 ise olduğunu gösteriniz. 


olduğunu gösteriniz. 


anama y 2 
z—loş Vey? ise diz tr diz — 0 olduğunu gösteriniz. 
Ör? Üy? 
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59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


G4, 
65. 
66. 


61. 


68. 
69. 


70. 
71, 
72. 


73. 


74. 
75. 
76. 


71. 
18. 
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” öz Öz Öz 
— ? 2; ay Del 
2—-13x?--10xy--2y2 ise Eye 5 ördş t 6 ğa 


Yy Öz 
— ise x7— 
x * Öx 


—0 olduğunu gösteriniz. 


z— xy? Âresin ty ba — 6z olduğuna gösteriniz. 
Y 


d. 
2 x2-44y2, x—sint, y-cost olduğuna göre SE yi hesaplayınız 
Cevap: 2xcost—8ysint 
: d 
z—tg(?--y7), x—39, yze? olduğuna göre 20 yi hesaplayınız. 


z—eh, xe, y ze? olduğuna göre e yi hesaplayınız. 
x do 
1 Yy 
İİ (469 
Cevap : pr sh > (xe 2y) 
> ,,, İZ. 
2(x24-4y7—16)3/2 ve y Vr olduğnna göre de i hesaplayınız. 


. dz , <1 
z—ey/' ve yztgx olduğuna göre J i hesaplayınız. 


sin t : Öz Öz . 
zy, x— s * YT olduğuna göre O ve dr i hesaplayınız. 
Öz Öz . 
z—ulleç1-4-w, u—ye', v—xe Yİ, v7 olduğuna göre Ör "Ör yi 


hesaplayınız. 
Aşağıdaki fonksiyonların toplam diferansiellerini hesaplayınız. 
2 x3y-4 x2y2--1 
ue" yiz 
ue xey Tiz 
u zz glesint 
uz Arccos(2x —y) 
— 7. 
u —Aretg pa 


Aşağıdaki fonksiyonların yanlarında belirtilen noktalardaki toplam diferansiel- 
lerini bulunuz. 


7 2Pxly—3xyi P(2,1) Cevap: dz-dxı—l10dyp 
r T 
2—xC0Sıxy r(2, -) Cevap: dz—— DE dx—ddy 
> T il Ni r 
—xel4ysinx P(Z.2) Cevap: de—edet (Zet) dy 


Ka, y, —yz—2ay144y9 O P,2,) 


Tr 
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79. Kr.y, 23108 TL izaretg PJ,1,2) 


80. 


81. 


82. 


83. 
84. 


85. 


86. 
87. 


88. 


89. 


90. 


91. 


92. 


93. 
94. 


z—f(ey), x—evcosv, y—eüsinv olduğuna göre: 
Öz |, Öz Öz 
—- — eg-lu 
Ör? Tğpi 0y? di e — öz) 
olduğunu gösteriniz. 


84,8 8-6 
2 


fe), xzr — 5. yer olduğuna göre: 


öz Gr Öz 1Öz 1d: 
z re 


Ör? öy? ör? r? 08? 


olduğunu gösteriniz. 


d . 
x9y2—3x5y-- x6 8 —0 dan e türevini hesaplayınız. 


Öz Öz 
x2'3 1 y2'3 -4.z2'3 —a2'3 den 7— ve -— yi hesaplayınız. 


Öx Öy 


Aretg 7 Z.S xsin yz—e/” 0 dan — ve İZ yi hesaplayınız. 


ör öy 


dz 
sin (X-- 2)— x e/”—0 dan ge i hesaplayınız. 
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Aşağıdaki diferansiellerin tam diferansiel olup olmadıklarını gösteriniz. 


x3 
x?sinydx 5 cosyduy 
(-sinxtgy)de--(y--tgrsiny)dy 


Pu 
2x ede dy 

” 3x2 
(3 log £- —e2)dr dy 


y , İ 
eVi”| sh — 5 »)de il eehzdy 


Toplam diferansielden faydalanarak aşağıdaki ifadeleri hesaplayınız. 


(3,02)2(1,91) -- (3,02)(1,91)2 Cevap: 28,43 
(2,06)2 -- (3,95)2 il 

iii Cevap: 5.36 
V(2,97)2 £ (2.05yi Cevap: 5,142 
*V(3,8): 212,1) Cevap: 2,01 
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99. 


100. 


101. 
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18,01) --(3,98)2 -- (6,02)2 -- 5(1,97)2)-1/2 Cevap: 0,111427 


2 f(x,y) fonksiyonu için (1,2) 3, /x'(1,2) 2, /y'(1,2) 5 olarak bilin- 
diğine göre f(1,1:1,8), /(1,2; 1,8) değerlerini hesaplayınız. Cevap: 2,2;2,4 
Gazların genel kanunu pu — RT ifadesi ile verilmiştir. Bir gazın p basıncı ile 


v hacmı 903 er bağıl hata ile ölçülmüş ve R de “ol bağıl hata ile biliniyor 
ise T nin hesabında yapılacak bağıl hata ne olur? Cevap: 97 


y 1 i 
Serbest olarak düşen bir cismin t saniyede aldığı yol s — Gi gi? dir.t za- 


, i 
manı saniyelik bir hata ile 10 saniye olarak ölçülmüş ve g nin değeride 


Yo O,l bağıl hata ile biliniyor ise S in hesabında yapılacak bağıl hatayı bu- 
lunuz. Cevap: 94,l, 


1 : 
Bir dik dörtgenler prızmasının kenarları g em hata ile 3, 4 ve 5 dm olarak 


ölçülmüştür. Bu kutunun hacmının hesabında yapılacak bağıl hatayı bulunuz. 
Cevap3 90 0,09 m 9 Ol 


Bir C noktasının diğer bir B noktasına uzaklığı C açısı dik olan bir ABC 
üçgeni teşkil edilmek suretiyle belirtilmektedir. AC uzaklığı 0.5 m hata ile 


a pa 
1000 m ve CAB açısı 1 dakika hata ile 5937” ölçülmüşse CB nin hesabın. 
da yapılması mümkün olan en büyük hatayı bulunuz. 
Cevap: 2 metre, 


Rı ve R; dirençleri paralel bağlandıkları takdirde 
1 1 1 


RİRİR 
ile belirli bir R direnci meydana getirmektedirler. Rı, ve Ra nin ölçül- 
mesinde yapılan maksimum bağıl hata 0,01 olduğuna göre R nin hesa- 
bında yapılan maksimum bağıl hata ne olur? Cevap: 0,01 


14. DİFERANSİYEL 
DENKLEMLER 


(1-4-x2 dy xy x diferansiel denklemini çözünüz. 
dx y 

Lİ ay 
. dx 


AE xy) 


dy xdx 
i—y 1-5 


yazılarak değişkenlere ayrılabilen tip de bir diferansiel denklem 
olduğu görülür. Her iki tarafın integralleri alınırsa: 


log k —log(i —y)- 5 log(i 42) 


log iŞ —logvi-x? 
k — 2 
İ—y 1--x 


kayik —y) 
(1--x)(1—y-—C 


bulunur. 


xy”dy-4-(x*--y')dx diferansiel denklemini çözünüz. 
Homojen tip de bir diferansiel denklem olup y — ux dönüş- 
türmesi ile dy—udx--xdu olarak: 
u? (udx 4 xdu) — (49 x3)de 
u'(udx4 xdu)—(1-4-u)dx 
ulxdu —dı 
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a 
x 
Ci * 
3 4 c 
ve 
3 
İ ap 
3x loğ p 


elde edilir. 
3. (2x--3y)dx--(y—x)dy- 0 diferansiyel denklemini çözünüz. 
Homojen tipte bir diferansiel denklem olup y - ux dönüş- 
türmesi ile dy-udx--xdu olarak: 
(2x 4 3ux)dx--(ux— x)(udx-4 xdu)— 
(2-3u)dx-- (4—1)(ude-*-xdu)-0 
Mi dx 4-(4—1)xdu-0 


(4—1) du -0 
1-242 


opr * 7 log (4? -- 2u--2)— eyi —-cC 


log x-- 7 log (4 4 2u 4 2) — 2 Arctg(u-1)-C 
bulunur. Elde edilen bu sonuçta u yerine Z konulursa: 


Sa 
og xi 7 log (5 12.2 $ 2 )—2 Arif? Hi)-c 


20 x 4 log (y?4-2ay 4 25) — 2logx— 4 Areig “İİ 


log (Yy? 4- 2xy 4 x?)— 4 Arctg —> zig -—k 


sonucuna varılır. 


4, (e — y Arcsin - dı -- x Âresin > dy — 0 diferansiel denklemi- 


ni çözünüz, 
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Homojen tipte bir diferansiel denklem olup y—ux dönüş- 
türmesi ile dy—udx--xdu olarak denklem: 


(X — ux Arcsin u) dx 4 x Arcsinu(udx-4-xdu)--0 
dx -4-x Arcsinzdu-—0 


şeklini alır ki bu da değişkenlere ayrılabilen tip de bir diferan- 


siel denklemdir. Buradan : 


yl —- Arcsinudu-— 0 


log x-- J Aresin udu-C 


elde edilerek ikinci terimdeki integrale kısmi integrasyon kura- 
lını uygularsak : 


log hu Aresinu — (2 


— yi 


—c 


log x--uArcsinu--Yi—w-C 


ve u yerine — 2 koyarak: 


logx4 2 Aresin £ 1 —  -C 


xlogx--y Arcsin 2. 4- Ve—y - — Cx 
bulunur. 


x cos 7 ze —y cos Zz — x diferansiel denklemini çözünüz. 


Homojen tip de bir diferansiel denklem olup y > ux dönüş- 


m dy du N 
türmesi ile İk —uj-x Ji olarak: 


du 
xcosulu--x:* ——-İ| -uxcosu—x 
dx 


du 
UCOSU-İ-x COSU* dx “4 cos u—l 
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sinu —log- 


: Cc 
sinu — log — 


ve 


bulunur. 


(2x— 5y-45)dx--(4x—y-1)dy 0 diferansiyel denklemini 


çözünüz. 


x—x'4h ve y-—y'--k dönüştürmelerini yaparak denk- 
lemin homojen olabilmesi için 2 ve & nın hangi Göğerlerde ol- 
ması gerektiğini araştıralım : 


de—dx', dy—dy' 
olarak : 
(2x —5y --2h—5k4-5)dx'4-(4x'—y'4-4h—k--1)dy'—0 
2h—5k-4--5-0, 4h.—k-4-1-0 
dan 2-0, &-1 bulunur. Bunlaragöre x—xvey-—y—1 
dir. 2-0 ve k-—1 değerleri için denklem: 
(2x—5y')dx--(4x—y')dy — 
şekline girerek homojen tipde olur. Bu denklemde y' — ux dö- 
nüştürmesi yapılırsa dy'—-udx--xdu olarak: 


(2x — Sux)dx--(4x—urMudx-4 xdu)-0 
(2—u—u?)dx- x(4—u)du—0 
elde edilip buradan da : 
(4— ujdu 


EE iğ 


x  2—u—u? 
log x -4-2log(u --2)—log(u—1)--logC 
x(u--2) 

iy 


log i —log C 
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MY ç. 
Sa—i 
oy 27—Cly —x) 
(2x-4-y—17—C(y—x—1) 
bulunur. i 


(X—y—1)dx-- (4y x—I)dy-—0 diferansiel denklemini çö- 
zünüz, 
xx -hvey-y'-k dönüştürmeleri yapılırsa dı— 
dy -—-dy' olarak denklem: 
(—y--h—k—1)dx'4-(x'4-4y'-4-h-4-4k—1)dy'--0 
şeklini alır. Bu denklemin homojen olabilmesi için : 
h—k—1-0, A4-4-4k—1-0 
h-1l, k-0 
olması gerekir. Bunlara göre x'-x—1, yy ve denklem de; 
(—y)dr'-(x'*4y')dy 0 
şeklinde bir homojen denklem olur. Buradada y'-ux' dönüş- 
türmesi yapılırsa dy -udx'--x' du olarak: 


(—ux')de'-(x' #dux')(udx'-x'du) 0 
(1 —u)dx'-4-(1-4-4u)(udx'-4 x'du)—-0 
(48? -- m dx'-*-(1-4- 4u)x'du- 
4u--1 2 
px -* 442-1 a 


log x'-- > log (44? 4-1) -- 5 Arctg 2u - k 


2l0g x'--log(4u*-- 1) -- Arctg2u -C' 
2 2 
2log (xX — 1) # log İp ki İrarete çi — 


log l4y? 4 (x — 19) 4 Aretg 2 -C 


bulunur. 


Ny — yide (yi — x) dy — 0 diferansiel denklemini 
çözünüz. 


348 Yüksek Matematik Problemleri 


—Nx-yi—y , N- EZ ky—x 
olarak : 
M. 4 .; N. W  ; 
KY İK YKY 
öM ON 
ve m olup denklem tam diferansiel denklem tipindedir. 


Çözümü /(x,y) - C şeklindedir. 

Mi —xVeiy—y 
den : | 
Hay) İZE — yi) de 4 Fy) 

1 
Fy) 5 (4 yy)? — ay $ Fy) 
bulunur. Her iki tarafın y ye göre türevi alınırsa: 
Üy yi — e PN NT a 


ve buradan: 


Fy)-0 , Fy) 
bulunarak : 


Ky) Z (2 -yPP—ıy-4k-e 


(3 4 yep —3ay <C 
elde edilir: 


9. Aresin - m dr-- VE iy 0 diferansiel denklemini çözünüz. 


2... v2 
M — Arcsin— , N- EE 
y 7 
olarak : 
M  —x NN  —x 
Oy yNy— ö y Vr? e 
Pi — N olup denklem tam diferansiel denklem tipindedir, 


Çözümü /(x,y) - C şeklinde olup : 
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M- a Arsin -- 
ör y 
den : 
Key) - / -Aresin dx 4 F(y) 


H(xy) - x Arcsin a e. Vy—x? F(y) 
bulunur. Her iki tarafın y ye göre türevi alınırsa : 


VEE, —# 


VE. Yp si - Fy) 


ve buradan : 
F(y)-0, Fiyjsk 
bulunarak : 


Ky) - x Arcsin - Ngi—xi Cc 
elde edilir. 
(2xcosy—y'sinx)dx --(2ycos x—x sin y) dy-—-0 diferansiel 
denklemini çözünüz. 


M—2xcosy—ysinx , N — 2ycosx—ixlsiny 
olarak : Fe 


M.. —2xsiny—2ysinx , NN. —2ysinx—2xsiny 


öy 0 
ve 7 eN olup denklem tam diferansiel denklem tipindedir. 
Çözümü /(x,y) — C şeklinde olup : 
öf 


A A —ıprgi 
M ir 2xcosy—y'sinx 


den : 
Hxy) — x?cosy--y?cosx - Fy) 
bulunur, Her iki tarafın y ye göre türevi alınırsa 3 
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a 


oy 
ve buradan: 


0f -—N-—xsiny--2ycosx-- F'(y) -2ycosx— xsiny 


F(y)-0, Fy) 
Huy) 2 cosyyicosx-k-C' 
x?cosy--y?'cosx-—-C 


bulunur. 
2. 
— > - Ez diferansiel denklemini çözünüz. 


Birinci mertebeden lineer tipde bir diferânsiel denklem 
olup sabitin değişimi kuralını uygulamak üzere evvela ikinci ta- 
rafsız denklemin genel çözümünü bulalım : 


dy. y.. 
dıe 2x 
dan 
dy dx yi m İZ 
mr İ. log aim logx —logvx 


Yy cx 
bulunur. Şimdi de bu ifadenin ikinci taraflı denklemin genel çö- 
zümü olabilmesi için c nin nasıl bir c(x) fonksiyonu olması ge- 
rektiğini araştıralım : 
— vE ETİ 
olarak bu türev ve y a. ikinci taraflı denklemde yerie- 
rine konursa: 


— — ama ZİR erman 


© dx 2N 2x 2x 
de o x'—3 
de 2xyx 


olup buradan : 
e - ©2310 4k 
bulunarak : 

ya cı Çarş: 
elde edilir. 
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12. O(ycos2x4 Nsinidx)dx-sin2xdy-—0 diferansiel denklemini 
çözünüz. 
Her iki taraf sin2x dx e bölünürse denklem : 


dy , cos2x 
sin 2x 


y- — Nsin2x 


şeklini alır ki buda lineer tip de bir diferansiel denklemdir. Bu 
denklemin çözümünü elde etmek üzere y — uv dönüştürmesi ya- 


de -u © olarak denklem: 


dy 
pılırsa dx “Yİ 7 


du du , cos2x ——— 
vk yo, Mv a 2 Vsin 2x 
du , (du  cos2x | . —— 
V ir kula # sin?r “ j — — 2 Vsin 2x 
şeklini alır. Bu denklemden vw yi: 
du , cos2x 
dx e sin 2x v 
olacak şekilde belirtelim: 
du cos 2x 
5 * sin5 men 


log v -- 5; log sin 2x - logC 


log (uV'sin 2x) — log C 


vysin2x - C 
ali mi, 
Vsin 2x 
, olup denklemde yerine konursa; 
C du > 
--—— — - — 2 Ysin2x 
vVsin 9x dx v 
dus — & sin 2x 
Ey coslx C 
u Ğ -C 


elde edilir. Bunlara göre: 7 
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y suv © (& cos 2x -- ©) 


© Vsin2x (€ 
© cos?r , K 
© Vsinör © Vein2x 
| K-cos2x 
© Msin2x 
bulunur. 
I—cosx 


di- 


dy 
ia, Ze — 
dx ' yleoig x 5 3 cotg 3x) sinxsin3x(cosx--sinx — İ) 


feransiyel denklemini çözünüz. 

Birinci mertebeden lineer tip te bir diferansiel denklem olup 
sabitin değişimi kuralını uygulamak üzere evvela ikinci tarafsız 
denklemin genel çözümünü bulalım : 


Gİ yleotg 4-3 cotg 3) -0 


2 -(cotgx *-3cotg3x)dx -0 


log y --logsinx #-log sin3x - log C 
log(y sin x sin 3x) - log C€ 
C 


/“sinxsin3x 


bulunur. Şimdi de bu ifadenin ikinci taraflı denklemin genel çö- 


zümü olabilmesi için C nin nasıl bir C(x) fonksiyonu olması ge- 
rektiğini araştıralım : 


sin xsin3x A C(sin3xcosx--3sinxcos3x) 
dy ie İ dx 


dx sin?x sin?3x 


olup y ile birlikte denklemde yerlerine konursa : 


1 dE © Ccosx Ni 3C cos3xr Ccosx 
sin x sin 3x dr sin? x sin 3x sin x sin? 3x sin2x sin 3x 
3C cos3x 1—cosx 
ze 


sin xsin3x o sinxsin3x(cosx--sinx— 1) 


1—cosr 


Mz cosx--sinx—İi 


4. 
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Cc fi (1—cosx)dr 


cos x--sinx —İ 


integraline varılır. Bu integrali hesaplamak için de ig 5 —4i dö- 


nüştürmesi yapılırsa . 
1 


2t dt 24-1 
C Taze” 5 ğa İş y — Arctg:--K 
1 Xx 
-5 02 iin 5 KK 


S —7)las sina ex) ek 


elde edilir. C nin bu değerini y- ifadesinde yeri» 


sin x sin İx 
ne koyarsak : 

o —x—log(i—sinx)*-K 
yo sin x İn İx 


bulunur. 


Direnci R, self indüksiyonu L olan ve e E.M.K inde bir gena. 
ratörü havi olan bir devrede, değişen rejim halinde, akımın i 
şiddetini veren denklem : 


5 TM Ri - E sinut 


dir. 2-0 iken i:<0 farzederek i akıminı veren ifadeyi belir. 
tiniz. 


Birinci mertebeden lineer tipte bir diferansiel denklem 


olup sabitin değişimi kuralını uygulamak üzere evvela ikinci ta. 


rafsız denklemin genel çözümünü bulalım : 


LAR 0 
di R - 
zir yz 4-0 


logiş-İi-logC 


—pt 


Ce 
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dir. Şimdi de bu ifadenin ikinci taraflı denklemin genel çözümü 
olabilmesi için C nin nasıl bir C(x) fonksiyonu olması gerekti- 
ğini araştıralım : 


—R 
pi 


R 
Ne 
c-Rfel sinwi dt 


integraline varılır. Bu integrali hesaplamak için de kısmi integ- 
rasyon kuralını uygularsak : 


5 iü Lpk 
el sinwtdi.-— el sin wf — el coswt dt 
R R 
2 2 —t 
sin wt — “ze cOS Wİ— Tez el sinwf dt 


R 
pe 
———- ek cosut--K' 


elde edilir. C nin bu değerini yukarıda bulunan i ifadesinde ye- 
rine koyarsak ; 


, ER EvL —1 
, — RL mer e e L 


bulunur. # — 0 iken i - 0 olduğu göz önünde tutulursa : 


ELw 
0—— şaş İK 


ve 


15. 
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ELw 
ilime ya 
olarak: 


: ER ie, ELw pan ELw Sn 
İli sin o RL -COSU RL e 

E 
RE Lu 2. 
bulunur. 


R 
ef 
is R sinwf— Lwcoswtf -Lwe * | 


2yy'(1--x)-4-2x— xy? -- 0 diferansiel denklemini çözünüz. 


Her iki taraf 2y(1 -- x) ile bölünürse denklem: 


y 2 —Ix 
tai “ di) Y 


şeklini alır ki bu da Bernoulli tipinde bir diferansiel denklem- 
dir. y“—y?—u dönüştürmesi yapılırsa 2yy'-u” olarak denklem: 


yi Xİ 
a era 


şeklinde bir lineer diferansiel denklem haline gelir. Buradan da: 


v1 


u — 
u 1x 


erip i 


log >  —log(1--x) 


u— — 

1--x 

elde edilir, Şimdi de bu ifadenin ikinci taraflı denklemin genel 
cözümü olabilmesi için c nin nasıl bir c(x) fonksiyonu olması 
gerektiğini araştıralım : 


u — 


c c 
Ikx (Fx) 


“olup u ile birlikte lineer denklemde yerlerine konursa : 


c' 


ie a a Ge ————— — 


iş ak) Ri 
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c- $ ?-K 
elde edilir- c nin bu değerini bulunan u ifadesinde yerine ko- 
yarsak: 
3x -K 
aka) 
ve u — y? olduğu göz önüne alınırsa: 
yiz x—3x2--K 
3(1 4-x) 
bulunur. 


(y—xy(14x2))dx--(1-4-x )dy- 0 diferansiel denklemini 


çözünüz. 


Her iki tarafı o dx ile bölersek : 


Tt 


ere b xy 


şeklinde bir denkleme varırız ki buda Bernoulli tipinde bir dife- 


ransiel denklemdir. y-? — u dönüştürmesi yapılırsa : 


—— yr Şi olarak denklem: 
1 yi AY uç 8 
Fİ ta” 
du 2x | 
ri er ag si 


şeklinde bir lineer diferansiel denklem haline gelir. Bu denkle- 
min ikinci tarafsızının genel çözümü ; 


du  2xdx 
u 142 


log —  log(i -- x) 


u-c(l-4x) 
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dir. Şimdi de bu ifadenin ikinci taraflı denklemin genel çözümü 
olabilmesi için c nin nasıl bir e(x) fonksiyonu olması gerektiğini 
araştıralım : 


7 (Ex de dx e Zex 
olup u ile birlikte yerlerin konursa : 


(1 yi Nu m (1x) — 2x 


e 
de 2 
“dx 1x 
c-—x-log(14x)-K 
elde edilir. c nin bu değerini u ifadesinde yerine koyarsak : 
ayi AÇ) Şe) log(1 ka) AK Şa) 


ve 
1 


& ZİL me ga e ann 
YTÜ FAK ET gray) | 
bulunur. 
dg. AZ ve xNy diferansiel denklemini çözünüz. 


I—x 
Bernoulli tipinde bir diferansiel denklem olup y'2 —-u dö- 


nüştürmesi yapılırsa ir . -2vy Y3 cz olarak: 
Şi 
dx t 1—x2 
du x x 
de X—1) Vy- 2 


ik Vezi2? 


lineer diferansiel denklemine varılır. Bu denklemin ikinci tarafsı- 
zının genel çözümü: 


du uX, 


“de  Xe—i) ) 
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du xdx 
u o 202—1) 


log —- sa 5 log(x?—1), u—c'Yx?—1 


dir. Şimdi de bu ifadenin, ikinci taraflı denklemin genel çözümü 
olabilmesi için c nin nasıl bir c(x) fonksiyonu olması gerektiği-' 
ni araştıralım : 


du ape ş |, 1 2..1)-3/4 
Fi Vaz 1 — - 3 cx(x2 —1) 


olup z ile birlikte ikinci taraflı denklemde yerlerine konursa : 


1 Xx ——- Xx 
Vxi—i a o 1 exlx?— ea eN —i — va 
de x 
da. 2 2—1 
xdx 1 
ae ge 


elde edilir. c nin bu değerini u ifadesinde yerine koyarsak : 


seg AKİ 2-1 


y> (Elika ) 


bulunur. 


Y—COsx da > y” cos x(İ —sin x) diferansiel denklemini çözünüz. 
Bernoulli tipinde bir diferansiel denklem olup y-'—u dönüş- 


. N dy , du i , 
türmesi yapılırsa — Mi V olarak : 


, du Yy — nl1 ç 
y de “opsi —y(—sinx) 

du u N 

de Kop kesin 


“lineer diferansiel denklemine varılır. Bu denklemin ikinçi taraf- 


sızının genel çözümü ; 
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du ie a 

dx ' cosx 
du dx 
— — — —— — — secxdx 
u Cos 


log — > —log(secx -tgr) 
— Cc 

secx--tgr 
dir. Şimdi de bu ifadenin, ikinci taraflı denklemin genel çözümü 
olabilmesi için c nin nasıl bir e(x) fonksiyonu olması gerektiği- 
araştıralım : 

de 

du JS 

dx o secxtigx 


olup u ile birlikte ikinci taraflı denklemde yerlerine konursa : 


ge CSsec x 
dx 


4 İl —sinx 
secx--tİgx cos x(secx -- tg x) 
— (secx tg xMXI—sin x) 
e co 
dı 7 <0sx 
c-sinx--K : 
elde edilir. c nin bu değerini u ifadesinde yerine koyarsak : 
. sinx-*-K 
© secx--İgx 
ve 
o secx--İgx 
© sinx--K 
bulunur, 


d 
, 19, e (“y”-- xy) 1 diferansiel denklemini çözünüz. 


İİ ap dx yay dx e 
da Y xy) 1 den gi --xy veya ay ei 
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yazılarak Bernoulli tipinde bir diferansiel denkleme varılmış olur. 
dx du 


—1 e .... u . —. —44 sr ie . 
Burada x u dönüştürmesi yapılırsa x dü. di olarak : 


du > 
m —y 


lineer diferansiel denklemi elde edilir. Bu denklemin ikinci ta- 
rafsızının genel çözümü : 


u 
m — <ydy 
2 ME 
log — -— 5 ve u-ce ? 


dir. Şimdi de bu ifadenin ikinci taraflı denklemin genel çözümü 
olabilmesi için c nin nasıl bir e(x) fonksiyonu olması gerektiği- 
ni araştıralım : 


d sr ii 
Sl e Dİ eye 7 
dy dy “9 
olup u ile birlikte ikinci taraflı denklemde yerlerine konursa : 
2 y? y? 
27,79 2 eye 2 -—y 
y? 
İRİ a y Pİ 
dy 
y? 
- — J ye ?dy 
. E 


elde edilir. c nin bu değerini u ifadesinde yerine koyarsak : 
y? y? y 
ör 7). y? 242 ki 
y? 
u-(2—y) Ke 7 
ve 


20. 
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g? EM 
eyes * Kl -e? 
bulunur. 


Herhangibir noktasındaki eğimi 


yilogx—y 
XxX 


olan ve (1, 1) noktasından geçen eğrinin denklemini bulunuz. 


dy . ylogx—y 
dx Xx 


Er — yilogx 
X xXx X 


yazılarak Bernoulli tipinde bir diferansiel denkleme varılır. Bu- 


rada y-i — u dönüştürmesi yapılırsa — yz — yi olarak : 


du, u © logr 


— .. — :z —— 


dx Xx Xx 


lineer diferansiel denklemine varılır. Bu denklemin ikinci taraf- 
sızının gehel çözümü : 


du u 
e rig iğ 


u 
log —- —logx ve u-—cxr 


dir. Şimdi de bu ifadenin ikinci taraflı denklemin genel çözümü 
olabilmesi için c nin nasıl bir e(x) fonksiyonu olması gerektiği- 
ni araştıralım : 


da. de 
de “dx 
olup u ile birlikte ikinci taraflı denklemde yerlerine konursa: 
—x < —cle 2s 
de 
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ağ 1 el 
e— | —zlopsde- > logx-— iK 
elde edilir. c nin bu değerini u ifadesinde yerine koyarsak: 


-yeloga ki kKe 


ve 

e mk 

Yö logxkifKr 
bulunur. Eğri (1,1) noktasından geçtiğine göre: 
ei 
© logi#*1--K 

olarak eğrinin denklemi: 

y(logxr--1)-1 


dan K- 0 


dir. 


»? 7 . . * * .. e 
yy - ei diferansiel denklemini çözünüz. 


Riccati diferansiel denklemi olup yı — Z denklemin bir 


özel çözümüdür. 


Buna göre y — ku dönüştürmesi yapılırsa yi ku 


olarak: 
, 1 1 u 1 
lite iez 3 
1 1 ; 1 u 
ME şa m ee pe 
Td ai 
X 


şeklinde Bernoulli tipinde bir diferansiel denkleme varılır. Bura- 
da u! - z dönüştürmesi yapılırsa: 
1 ex xlogx*x c$1--logx 


Yy ———ğ—ğ—ğ—ğ—ğ—ğ—ğ jj <— ———— -—- 


2x4 xex - xlogx) cx-İ- xlog x 


cx İ xlogx 


bulunur. 
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dy yi—x'y—2x 
dı I— e 
olduğuna göre, genel çözümünü bulunuz. 


Kiccati denkleminin, bir özel çözümü ( —x9) 


ys — x* * u dönüştürmesi yapılırsa 


şeklinde Bernoulli tipinde bir denkleme varılır Buradan da 
o—1 


xİrc 


“yz 


bulunarak 


—I o —cx'—1) 


e > 
e ii een 


sonucuna varılır. 


(41)y'4*2x3y-4 (1—x*)y'-(x241)? diferansiel denkleminin 


bir özel çözümü y - x olduğuna göre, genel çözümünü bulunuz. 
Riccati tipinde bir diferansiel denklem olup y —x *u dö- 
nüştürmesi yapılırsa : 
(2--1)u 2x4 (— 1) 


şeklinde bir Benoulli diferansiel denklemine varılmış olur Bu 
denklemin çözümü : 


i 
er 
olup: 
p 2414 c(0-- Xx) 
x*c(2? 1) 
dir. 


ys cosx ın bir özel çözüm olduğu bılındiğine göre 
dy 2 
g,(/ o sinxcosx)iy cosx— yı sını sU 


Riccatı denklemini çözünüz 


y > COS x j-u dönüştürmesi yapılırsa o - —sınx-- e olarak: 
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(- sin x -- e (—sinxcosx)-(cosx--u))cosx—(cosx--u) 
: —-sinx 0 
(1—sinx cos) TE —sinx-£sin?xcosx İ-co0s?x--2uc0s?x-- 


U2CcOSx—CcOsx—u--sinx -0 

(1 — sinxcosx) 2 --cos x(sin?x -- cos?x) - 2ucos?x 4-. 
UWCOSx —COSsx—u-0 

(1— sin x cos x) cz --(2cos'x — 1)u--u'cosx -0 


du 2c0s'x —İ KO cos x i 
de ' 1—sinxcosx © İ—sinxcosx 
şeklinde Bernoulli tipi bir diferansiel denkleme varılır. Burada 


u-i— z dönüştürmesi yapılırsa — yoz — di olarak : 


dz 2c0sx—1 : cos x 


———. — 7 z İp a REDDİ 
dx 1—sinxcosx 1—sinxXcosx 


lineer diferansiel denklemi elde edilir. Bu denklemin ikinci ta- 
rafsızının genel çözümü : 


dz 2c0s'x —1 Ni 
i dx 1—sinxcosx 
, dz 2c0s'x—1 -6. 
z 1—sinxcosx 


log z--log(1—sinxcosx)-logc 
z(İ—sinxcosx)—c 


C 
p 4 —i > e 
1—sinxcosx 


dir: Şimdi de bu ifadenin ikinci taraflı denklemin genel çözümü 
olabilmesi için c nin nasıl bir c(x) fonksiyonu olması gerektiği- 
ni araştıralım. 


dz. 1 de, o ccos?x 
dx oI—sinxcosxdx ' (1—sinxcosx) 


olup u ile birlikte ikinci taraflı denklemde yerlerine konursa : 


25. 
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i de c COS 2x ccos?xr 
1—sinxcosxdx (1—sinxcosx) (1—sinxcosxr) 


cos x 
1—sinxcosx 


de i 
ji; “cosx ; e sihx$K. 


elde edilir. c nin bu değerini z ifadesinde yerine koyarsak: 
> o sinx--K 
1—sinx cosx 
ve 
, i—sinxcosx 
sinx--K 
bulunur. z nun budeğeri de y—cosx--u ifadesinde yerine ko- 
nursa : 
1—sinxcosx 
sinx--K 


o sinxcosx--Kcosx--i—sinxcosx 
J sinx--K 


DYE Kcosx--1 
ye sinx--K 


y-COosx--u—c0sx-- 


sonucuna varılır, 


2 il 
yz3x ii (2) diferansiel denklemini çözünüz. 


Clairaut denklemi olup kim dönüştürmesi yapılırsa 
dx ? 
LA 


.yspxtPp 
elde edilir, Her iki tarafın diferansielleri eşitlenirse: 
dy->pdx-4 xdp--2pdp 


ve dy— p dx olduğu göz önüne alınırsa: 


pd pdx-4- xdp--2pdp 


(e --2p)dp 0 
bulunur, Buradan: , 
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iL dp-0 ve pc olup denklemde yerine konursa: 


y>cx-İe 
genel denklemi elde edilir ki bir doğru ailesi gösterir. 
İl. x-2p-—0 ve x - — 2p olup denklemde yerine konursa: 
yp - b r. 
2 
Ye 


şeklinde tekil çözüm elde edilir.' Bu da yukarıda bulunan doğru 
ailesinin zarfı olan bir naraboldur. 


y-xy —y diferansiel denklemini çözünüz. 


Clairaut denklemi olup y'— vu - p dönüştürmesi yapılırsa: 


y-px— Pi 
denklemi elde edilir. Her iki tarafın diferansieli alınır ve dy—p dx 


dy-—xdp--pdx—3p'dp 
pde>-xdp--pdx — 3p*dp 
0 —xdp—3p>dp 
dp(x — 3p”) —0 
elde edilir ki buradan da: 
Il dp-0, pc olup denklemde yerine konursa: 
y>cx—c (doğru ailesi) 


Ni. x—3p?-0 veya p- v3 olup denklemde yerine 
konursa : 
v kp 3V3 > 
YXW3 3V3 3W3 
çözümleri elde edilir. 


y—2xy'--y? diferansiel denklemini çözünüz. 
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N dy . Paya N 
Lagrange denklemi olup pi ki dönüştürmesi yapılırsa: 
y—?Ipx tp 


elde edilir. Her iki tarafın diferansielleri eşitlenir ve dy—pdx 
olduğu gözönünde tutulursa : 


dy -— 2pdx- 2xdp 4 2pdp 
pdx — )pdx--2xdp-4 2pdp 
pdx -2xdp --2Zpdp-0 


* z ——2 
lineer denklemine varılır. Buradan : 
5 
ve P ” 
y— Dap ppi EZE 


elde edilir ki bu ikisinden p yok edilirse y — /(x) denklemi el- 
de edilir. 


| 3 
28. | 2 *-y> (2) diferansiel denklemini çözünüz. 


Lagrange denklemi olup a - p dönüştürmesi yapılırsa 3 i 
pxy>—P' 
elde edilir. Her iki tarafın diferansielleri eşitlenir ve dy—pdxr 
olduğu göz önünde tutulursa : 
pda“ xdp--dy-—3p'dp 
pdx--xdp-pdx-3p'dp 
xdp-2pdx - 3p?' dp 
dx LAN 
2p dö hiı-3p 
lineer diferansiel denklemine varılır. Buradan : 


ii 
se-Kp 2457 
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elde edilip y--px- p' denkleminde yerine konursa: 
i 
ya—Kp?* > p” 


ve x ve y ifadelerinden p yok edilirse aranan y — f(x) denkle- 
mi bulunur. 


2 
29. 24 -xe'—e*diferansiel denklemini çözünüz 


d ME 

GE — fxede— (edrte 
—xe'— (edx—e-c 
—xe—e—e'--çı 
-—xe—2e'--c, 


ve bir daha integral alınarak : N 
y- xe'dr—2(edrt adre 
—xe—e—2e'-4cıxİc, i 


—xe'—3e'-4-c,x“-c, 
bulunur. 


di 
30 1 - Re diferansiel denklemini çözünüz. 


Her iki tarafı 25 dx ile çarparak: 
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(8) - -2a e 


dx y y" 
elde edilir. Buradan da: 
dy vc y—a 
dx y 
dy 
e ii 
Vcıy?i—a 
olarak 
kk Yİ iğ 
Veyi—a Gi 


(cıx-c)*—cıy'—a 
cıy?—(cıx--cı)? a 


sonucuna varılır. 


1 — ig'y- igy diferansiel denkleminin x 5 için ys Ü ve 


pi -/ olması halindeki çözümünü bulunuz. 


Denklemin heriki tarafını 2.2 dx ile çarparak : 


diy d 
2d -(te'yttey2. İY de 


du 
d | i) — Ate'y-ktey)dy 


ve 
d. 2 
(| <2 teatteiy kay 
— igiy- C 
elde edilir. Buradan da: 
— vVigiy -C 


bulunur. x— va için y-0, o il olup C-—1 elde edilece- 
ğinden: 
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dx -cosydy , x—siny-K 


ve x-— > için y — 0 olup k&— 3 elde edilerek : 


x—sin MN veya x— —siny 
Yt y p) 


bulunur, 


32. EY PE Edi diferansiel denklemini çözünüz. 
5 -p dönüştürmesi yapılırsa Zi — > olarak denklem : 
dp. vitp 
dx x 
şeklini alır. Buradan da: 
dp dx ME 
a m şş 2 sz 
vi *p xXx 4 log (p NE vVi--p ) log cx 
Nilpi-ex—p, 1--p) > dx*— exp tp 
ei 
Pa ZA GE 
GN e e m 
de 5“ 2x 
y- 2 #—glogxik 
bulunur. 
33, 4 iç ig — sin2x diferansiel denklemini çözünüz. 
dy dy dp 


a “» dönüştürmesi yapılırsa e “ğe olarak : 


34. 
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dp LE el 
ir İpigx — sindr 


lineer diferansiel denklemine varılır. Bu denklemin ikinci taraf- 
sızının genel çözümü : 


dp. z dp ğ 
d. TPptgx-0 N e 


logp —logcosx—logc 
logp — log(ccosx) 


p>cCcosx 


dir. Şimdi de bu ifadenin, ikinci taraflı denklemin genel çözümü 
olabilmesi için c nin nasıl bir c(x) fonksiyonu olması gerektiği- 
ni araştıralım : 


a e — in 
Tw di 4 csinx 


olup p ile birlikte ikinci taraflı denklemde yerlerine konulursa 
de Mİ 
di <9SX — csinx--csinx — sin2x 


de —2sinxdx 
c——2)cosx-4 Kı 
elde edilir. c nin bu değeri p ifadesinde yerine konursa : 


p— ——2c0s?x - Kıcosx — Kıcosx—cos2x—i 


ve 
y- Kış Kısine— 5 sin2x—x 


bulunur. 


2 — Va» (2) — iz diferansiel denklemini çözünüz. 


İZ —p dönüştürmesi yapılırsa 


Ne) 
SF İz olarak denklem: 


Zi 
dı? 


pi VE 
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35. 


Şeklini alır ki bu da homojen tip'de bir diferansiel denklemdir. 


p>-ux döeyermipei yapılırsa ye — Xx o -u olarak: 


yö du | 
uxi- Viz -uix —slağı ta) 


VİP <7 ru 


du dx — du 
ara 


log — > —log(u-- Vira) 


Cc 
X uşyip- 2 YE 
2 2 HE PPMNEE SAN 
—-piVEP |,  S—p yp 


2 
o ki—İ- 2 --p? 


x 2 cf 
gueğe | #la-1)- 
bulunur. Buradan da : 
dy c fx? 
p 2-7(5-1) 
> 


bulunur. 


diy dy . . . . 0 ... 
(xX-- 1) > za (X-*-2) dx diferansiel denkleminin x-0 için 


dg .. 3 ve yi olması halindeki çözümünü bulunuz. 


dx 
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d si : 
Te > p dönüştürmesi yapılırsa — 2 olarak denklem : 


GAY <p 


şeklini alır. Buradan da : 


d 
x--1 


p xi 
log £ -—x-#log(x-:-1) 


Pp. ya e*“loz(t1) e eloz(1*l) 
c 


pdeiier 
dy-edx-41)e'dr 
yej(etiede—creK 


bulunur. x —0 için ce —-3vey-1 olduğuna göre K-i ve 
€-3 olup: 

ys3xe-1 
dir. 


.2)3p2 
36. lm  R diferansiel denklemini çözünüz. (Problem, eğri- 


lik yarıçaplârı sabit ve R e eşit olan eğrilerin denklemini belir- 
tiniz şeklinde de ifade edilebilir.) 


yg 2 —p dönüştürmesi yapılırsa denklem : 


213, 
Grp)” —R 
| P 
şeklini alır. Buradan da; 
dp  İ 
(p: - 112 ÖR 


ve 
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m 
R Jeti 


elde edilir. p —tgu dönüştürmesi ile ikinci taraftaki integral 


hesaplanarak : 
eb. 
R “VATİ 
G—©” Pp 
RE peşi 
(x— cc) 2 
R:— (—Cp 
ee 
Pdr” EVRE 
İE (X—C) dx 
KOL EVR GR 
Yy FVRE—(G—OP AK 
YK -R—(— O) 
(— CV (Y—KE Rİ 
bulunur. 


d: d a 
37. y ee (8) HE) — 0 diferansiel denklemini çözünüz. 


dı? dx 


dy ii - gd 
dr? dönüştürmesi yapılırsa : Ri” 


olarak : 
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dp. 0 olarak : 


şeklinde Bernoulli tipi bir diferansiel denkleme varılır. Burada 
dy dy 


da p-i — z dönüştürmesi yapılırsa —p-— 


dz. 2 1 
dy  y y 


lineer denklemi elde edilir. Bu denklemin ikinci tarafsızının ge- 


nel çözümü : 


Ai. , ZE, .g 
y J y 

c 
log zy —logc : 2Yy—c 7) 


dir. Şimdi de bu ifadenin ikinci taraflı denklemin genel çözümü 
olabilmesi için c nin nasıl bir c(x) fonksiyonu olması gerektiği- 


ni araştıralım : 
ak NE 
dy ydy y 

olup z ile birlikte ikinci taraflı denklemde yerlerine konursa * 


1 de c c 1 
ydy Ty “y 
7-1 , csyikK 
ve 

z-yrK. 1 

y F 

UY. Yy . 

Pix yık 

PA ama 
y 


x-C-y--Klogy 


bulunur. 


diy CAN 
( 2) — y* diferansiel denklemini çözünüz, 
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dy diy gz 
ix “P dönüştürmesi yapılırsa. ye“ WE olarak : 
d 
YP di —py 
dp .P.y 
dy y p 


şeklinde Bernoulli tipi bir diferansiel denkleme varılır. Burada 


p'--z dönüştürmesi yapılırsa ei — K olarak : 


lineer denklemi elde edilir, Bu denklemin ikinci tarafsızının ge- 
nel çözümü : 


logz—2Zlogy-—logc ak , zey 


dir. Şimdi de bu ifadenin, ikinci taraflı denklemin genel çözümü 
olabilmesi için c nin nasıl bir c(x) fonksiyonu olması gerektiğini 
araştıralım : 


olup z ile birlikte ikinci taraflı denklemde yerlerine konursa : 


Di 
y—ey-y 


de 
yg 
e-yiK 


z-y(yeK)-p 

| Ni 
a 7 i- 

GPSMNyAKİ 55 


UV 
yNy Ki 


38. 
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K 

1, KHVYİKRİ 
a m in 
1 

K 


bulunur. 


Y'—y-y> x*-6 diferansiel denklemini çözünüz. 
İkinci tarafsız denklemin karakteristik denklemi : 
r2—rp-41-0 
ve bu denklemin kökleri : 


ye 
2 
olup ikinci tarafsız denklemin genel çözümü: 
yı en ses x İ-casin S:) 
dir. İkinci taraflı denklemin özel çözümü: 
Yı ax4bx-4-cx-4-d 
şeklinde olup a, 6, c, d yi belirtmek üzere türevler alınırsa. 
yı — 3ax!-- dbx 4 c 
Yı 6ax * 2b 
ve diferansiel denklemde yerlerine konursa : 
6ax * 2b— 3ax—2bx—c-1-ax4-bx?-4-cx4-dmx 46 
 ax94-(6 —3a)x2--(6a—2b--0)x--2b— cd x3-4-6 
a-l, b-3, c-0, d-0 
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| bulunarak : 


Yı — 3 3x3 
elde edilir. . 


Bunlara göre verilen denklemin genel çözümü: 
Y-Yyİry 
yer e, cos Vİ x--casin V.) Ra 3x3 
dir. 


y'—6y'--9y—7e”*--sinx diferansiel denklemini çözünüz. 
İkinci tarafsız denklemin karakteristik denklemi : 
r2—6r--9-0 


ve bu denklemin kökleri; r—3 (iki katlı) olup ikinci tarafsız 
denklemin genel çözümü : 


yım(CıCır)e* 
dir. İkinci taraflının 7e” den ötürü olan özel çözümü: 
yKxle* 


seklinde olup K yı belirtmek üzere türevler alınır ve diferansiel 
denklemi sağlama şartı yazılırsa : 


y 3K 220-4 2Kxre* —Ke”(3x2-4-2x); 
yı -Ke”(9x2-4 12x--2); 
K e(9x2 -4-12x -- 2) — 6Ke*(3x2 4 2x)-4- 9Kxle* m 7e” 
OK m 7es 


7 
2K-—7, K- > 
ve 


n- ye 


bulunur. 
İkinci taraflının sinx den ötürü olan özel çözümü ise: 


yı -Acosx--Bsinx 
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şeklinde olup A ve B yi belirtmek üzere türevler alınırsa: 
yı -—Asinx--Bcosx 
Yy -<—Acosx—Bsinx 
ve diferansiel denklemde yerlerine konursa : 
gi Acosx—Bsin İSA sin x—ö6Bcosx--9A cosx--9Bsinx sinx 
(8A — 6B) cosx -- (GA -- 8B) sin x m SİN x 
8A—6B—-0, 6A-8B-1 


3 2 
A gen 50 , B — 25 
bulunarak : 
1 : 
yı zg Gcosx --4sinx) | 
bulunur. 


Bunlara göre verilen denklemin genel çozümü : 
Uy 
— (Ci Car) e ye e & (3c0sx--4sinx) 
dir. | 
diy duy | 5 i Di m ia 
Je 4 m -8y—4x2—13 cos 3x. diferansiel denklemini çözünüz. 
İkinci tarafsıza ait karakteristik denklem :. 
R—4r4-8-0 
ve kökleri: —2£93i olup ikinci tarafsız denklemin genel çö- 
zümü : 
— e”(Cı cos2x--C,sin 2x) 
dir, İkinci taraflı denklemin 4x? den ötürü olan özel çözümü: 
Yy ax ize 
şeklinde li a, b, c yi belirtmek üzere türevler alınırsa : : 
yı -2ax--6 
yı' -2a 


ve diferansiel denklemde yerlerine konursa : 
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2a — Bax — 4b-- Bax? -- Böx -8c 4x? 


8ax? 4-8(6—a)x-4-2a— 4b-4-8c -d4x? 
8a-4, b—as-0, 2a—4b-8c-0' 
1 


bulunarak : 
yı çi <1) 
elde edilir. 


İkinci taraflı denklemin — 15c0s3x den ötürü olan özel 


.çözümü ise: 


yı -Acos3x--Bsin3xr 
şeklinde olup A, B yi belirtmek üzere türevler alınırsa: 
yı -—3Asin3x--3Bcos3xr 
yı -— 9Acos3x —9Bsin3x 
ve diferansiel denklemde yerlerine konursa : 
—9A cos3x — 9Bsin3x -- I2ZA sin3x — 12Bc0s3x--8A cos3x 
*8Bsin3x - —15cos3x 
(— A—12B) cos3x --(12A—B)sin3x — — 15cos3x 
—A—12B-—15 , 12A—B-0 


3 36 
A-z. B-ö 
bulunarak : 


Ya — 5 (cos3x 4 12sin3x) 


| elde edilir. 


Bunlara göre verilen diferansiel denklemin genel çözümü : 
y — $(Cıcos 2x 4 Cpsin 2x) 4 (dr 4 4 1) 

3 : 

35 (cos 3x -- 12 sin3x) 


dir. 


y—3y-42y-x)4-e — sın 2x diferansiel denklemini çözünüz. 
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İkinci tarafsız denklemin karakteristik denklemi : 
r—3r-4--2-0 
ve kökleri r—1, r — 2 olup ikinci tarafsız denklemin genel çö- 
zümü ; 
Yı -Cıe* - Cıe> 
dir. İkinci taraflı denklemin x? den ötüru olan özel çözümü: 
yı ax? bx--c 
şeklinde olup a, 6, c yi belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yı — 2ax b 
ye -2a 
ve diferansiel denklemde yerlerine konursa : 
2ax2--(— 6a--2b)x--(2a—3b-4-20) e x? 
2a-1 , —6a--2b-0 , 2a—3b42c-0 


bulunarak : 


elde edilir. 
İkinci taraflı denklemin e* den ötürü olan özel çözümü de: 
yı -Kxe 
şeklinde olup K yı belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yı -—Kxe'--Ke* 
yı —Kxe*--2Ke* 
ve diferansiel denklemde yerlerine konursa: 


Kxre'--2Ke*—3Kxe—3Ke-2Kxe'me* 


—Ke-e 
K-—1 
olarak : 
yı -—xe 
bulunur, 


İkinci taraflı denklemin — sin2x den ötürü olan özel çözü- 
mü ise: 
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yı > Asin2x-4-Bcos2x 
şeklinde olup A ve B yi belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yı - ZA cos2x —2Bsin2x 
ye - — dÂsin2x— 4Bcos2x 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulura : 
(— 2A -- 6B) sin 2x --( — GA — 2B) cos2x s—sin2x 
—2A--6B8——1, —6A—2B-0 


1 3 
A İz 2Ö , B Ky 20 
olarak 
1 
YI (sin 2x — 3 cos 2x) 
bulunur 


Bunlara göre verilen diferansiel denklemin genel çözümü : 
Yy ty ty ya 


ya Cet Ce” -- ze * > b ye : —xe'-- 30(sin 2x—3 cos 2x) 
dir 


y-2y by x'4-3e”—2e-*--cosx diferansiel denklemini 
çözünüz 
İkıncı tarafsız denklemin karakteristik denklemi : 
r24-2r-4-1-0 
ve kökü ikı katlı olarak r-- —1 olup ikinci tarafsız denklemin 
genel çözümü : 
yı (Cix Cıje”* 
dir İkinci taraflı denklemin x* den ötürü olan özel çözümü; 
yı saxi4-bx?--cx-4d 
şeklinde olup a, 6, c, d yi belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yı > 3ax?-2bx-4c 
yı — 6ax--2b 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
ax? 4-(6a--6)x2--(6a4 4b--0)x-4-2b 4-20 dex 
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a-—l. 6446-0, 6a-4b--c-0, 2b-4-2c-4-d-0 
al, b-—6, cs18, d—-—24 
olarak : 
yı > x— 6x2-4-18x—24 


bulunur. İkinci taraflı denklemin 3e” den ötürü olan özel çözü- 
mü de: i 


yı—Ke” 
şeklinde olup K yı belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yy -2Ke” , y/-4Ke” 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
4Ke”--4Ke” Ke” 3e” 


9Ke” x3e” ve K-— 5 


olarak : 


dir. İkinci taraflı denklemin — 2e-* den ötürü olan çözümü ise: 
yı sKxe 
şeklinde olup K yı belirtmek üzere türevler alınırsa : 
Wu >2Kxe *—Kxle* 
Yı > 2Ke-*—4Kxe-*-Kxr'e* 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
2K e*—4K xe-*4-Kx?e-*--4K xe-*—2K x?e-*--K xle-*—27e* 
2Ke-*x—2e— 
K——1 
bulunarak : 
y-—xle 
dir. Nihayet ikinci taraflının cosx den ötürü olan özel çözümü 
va yı Asinx-Bcosx 


şeklinde olup A. ve B yi belirtmek üzere türevler alınırsa : 


yy -Acosx—Bsinx 
y'-—Asinx—Bcosxr 
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ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
—Asinx—Bcos x--2A cos x—2Bsinx-4--Asinx-4-Bcosxwcosx 
—2Bsinx--2Acosx —cosx 
—2B-—0, 2A -1 


B-0, ei 


bulunarak : 


el ink 
yı 9 


elde edilir. Bunlara göre verilen diferansiel denklemin genel çö: 
zümü: 


Y-Yyty ys tyat ys 
y—(Cıx--Co)e-*-4-x3 — 6x2 18x —24- 5 e — x?e“*4 > sin x 
dir. 


y'--4y 2cosxcos3x diferansiel denklemini çözünüz, 


y'--4y-—2c0Sxc0s3x - cosdx -- cos2x 
yazılabilir. Buna göre ikinci tarafsız denklemin karakteristik 
denklemi : 
1244-0 
ve kökleri r — F 2i olup ikinci tarafsız denklemin genel çözümü; 
Yı -Cıcos2x--C,sin2x 
dir. İkinci taraflı denklemin cos 4x den ötürü olan özel çözümü: 
yı sAcos4x--Bsindr 
şeklinde olup A ve B yi belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yı - —dAÂsin4x--4Bcosdx 
yı — — İ6Acos4x— 16Bsin 4x 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
— 16A cos 4x — 16B sin4x--d4A cos4x -- 4Bsin4x - cos4x 
— I2A cos 4x — 12Bsin4x xx cosdx 
—12A-1, -12B8-0 
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olarak : | 


1 
yı — şı C0S 4x 


dir. İkinci taraflı denklemin cos2x den ötürü olan özel çözümü 
ise : ' 
yı — X(Acos2x--Bsin2x) 


şeklinde olup A ve B yi belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yı —Acos2x--Bsin2x-- x(— 2A sin2x -- 2Bcos2x) 
ys — — dA sin 2x -- 4B cos 2x - x(— 4A cos2x —- 4Bsin 2x) 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
— 4A sin 2x -- 4Bcos2x -- x(— 4A cos 2x — 4Bsin 2x) 
- x(4dA cos2x-4-4Bsin 2x) m cos2x 
— dAsin 2x 4- 4Bcos2x m cos2x 


—4A4-0 , 48 —1 
1 
A-0 , Be 
olarak : 
va 
Yı 4 xSsin 2x 


dir. Bunlara göre verilen diferansiel denklemin genel çözümü : 
YY ty y3 


y—Cıcos2x -Cesin2x — 5 cos dx --- - x sin 2x 


dir. 


Y'—2y'-y-—x?e4x— 1 diferansiel denklemini çözünüz. 


İkinci tarafsız denklemin karakteristik denklemi : 
r—2r--1-(r—1)—0 
ve kökü iki katlı olarak r-1 olup ikinci tarafsız denklemin 
genel çözümü : 
yı (Cıx-Ce)e 


.dir. İkinci taratlı denklemin x?e” den ötürü olan özel çözümü: 
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y-ze 
şeklinde olup z yi belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yz €e--ze* 
yı -2'e*--227'e€--ze 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 


2'e'--22'e*--ze* —22'e*—97)ze*4- ze x2e* 


ve buradan z i elde etmek için de: 
z- x (Ax? Bx--C) > Axl--Bx! 4 Cxt 
yazılıp türevler alınır: 
27 —4Ax!-3Bx?-4-2Cx 
2” 12Ax2- 6Bx -2C 
ve denklemde yerlerine konulursa : 
12Ax2 --6Bx-5-2C mx3 
IZA-—1, 68-0, 2C-0 


e B-—0, C—0 
elde edilip : 


bulunur. İkinci taraflı denklemin x—1 den ötürü olan özel çö- 
zümü ise $ 
yı <ax--b 
şeklinde olup a, 6 yi belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yı a , y'-0 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
—2a-ax4*-bmx—1 
ax—2a-4-bsx—1 
a-l , —2a4-b-—ı 
azl , i b—1 


olarak 
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dir. Bunlara göre verilen diferansiel denklemin genel çözümü : 


Yy-yıkyıtys 


y-(GrkCje kirler irili 
dir. 


y'--4y'--3y-6e-”*(cos3x 4 sin3x) diferansiel denklemini 
çözünüz. 
y > e” z dönüştürmesi yapılırsa: 

yz'e*—2e“z 

y'—2'e-* — 47'e“ 4 4ze-” 
olarak diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 

2'e" .— 47'e X 4 426 4 47'e — 826 1 3ze- 
— 6e *(cos3x -- sin 3x) 
2'—z a 6(cos3x -- sin3x) 

elde edilir. Bu denklemin ikinci tarafsızına ait karakteristik 


denklem : 
i r.—1-0 
ve kökleri r-—i ve r-1 olup ikinci tarafsıza ait genel çözüm: 
2) > Ce” - Cze" 


olur. İkinci taraflı denklemin özel çözümü ise : 
2) Acos3r--Bsin3x 
şeklinde olup A ve B yi belirtmek üzere türevler alınırsa :. 
2) - — 3Asin3x 4-3Bc0s3r 
2) - — 9Acos3x— 9Bsin3x 


“ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 


— 9A cos3x — 9B sin3x—Acos3x—Bsin3x6c0s3x--6sin 3x 
—10A cos3x—10Bsin3x 26 c0s3x--6sin3x 
—10A -6 —10B-—6 


3 
, mii 


ul - 


olarak ; 


388 


46. 


Yüksek Matematik Problemleri 
7) — z (cos 3x -- sin 3x) 


dir. Bunlara göre z genel çözümü: 


Zz 2,» Z» 
2 -Cıe*--C,e'— ; (cos 3x -t- sin 3x) 


olup verilen diferansiel denklemin genel çözümü : 


y> ze” 


ya Cıe-* 4 Cpe* — > e (cos 3x -- sin 3x) 
dir. 


y'—4y'--3y- 2xe” 4 3e'cos2x diferansiel denklemini çö- 
zünüz., 


İkinci tarafsız denklemin karakteristik denklemi : 
r2—4r4-3-0 
ve kökleri r—1, ,-3 olup ikinci tarafsız denklemin genel 
çözümü : 
yı > Ce -- Ce” 
dir. 
İkinci taraflı denklemin 2x e” den ötürü olan özel çözümü: 
yıze” 
şeklinde olup (2) i belirtmek üzere türevler alınırsa : 
Yı —z2'e”--3ze” 
Yı —2'e3* 4 62'e*--9z e 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
2'-22' 2x 
denklemi elde edilir ki bunun da özel çözümü: 
27 x(ax4-b)-ax?-4-bx 
şeklindedir. a ve 6 yi belirtmek üzere türevler alınırsa : 
”-Y)ax-*b , z'-2a 
ve denklemde yerlerine konulursa ; 
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4ax-- 2a 1-2b s)?x 


44-2 , 2a--2b-0 
1 1 
a5,  b-—5 
olarak : 
7 — > (X—1) 
ve 
m yeli— ex) 
2 
bulunur. 


a İkinci taraflı denklemin 3 e“cos2x den ötürü olan özel 'çö- 
zümü ise: 
ysze 
şeklinde olup (2) i belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yı -z'e--ze 
Ys-2'e-4-22'€--ze 
ve denklemde yerlerine konulursa : 
2"—22'-3c0s2x 
elde edilir ki bunun da özel çözümü: 
z-—Asin2x--Bcos?r 
şeklinde olup A ve B yi belirtmek üzere türevler alınırsa : 
z'-2Acos2x —2Bsin2x 
z'--—dAsin2x — 4B cos2x 
ve difcransiel denklemde yerlerine konulursa : 
(— 4A -- 4B) sin 2x --(— 4A— 4B) cos2x xx 3cos2x 
—4A4-4-4B—0 , —4A—4B-—3 


3 
A-—B—— & 
olarak : 
2 — £ (sin 2x -- cos 2x) 


ve 
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Yy > — & e*(sin 2x 4 cos 2x) 


bulunur. Bunlara göre verilen diferansiel denklemin genel çö- 
zümü : 

y Ce -- Ce 5 e“(x2— x)— 5 e“(sin 2x -- cos 2x) 
dir, 


J 2 
e — pa 4 Ni — 4ycos 2x diferansiel denklemini çözünüz. 


İkinci tarafsız denklemin karakteristik denklemi : 
r—r244r—4-(r—1IYXr2-4-4)-0 
ve köklerir:---1, r- #2i olup ikinci tarafsız denklemin 
genel çözümü : 
yı < Cıe*- C,cos2x-4-C,sin2x 
dir. 
İkinci taraflı denklemin cos 2x den ötürü olan özel çözümü: 
yı - x(A sin2x 4-Bcos2x) 
şeklinde olup A ve B yi belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yı -AÂsin2x-4-Bcos2x --x(2Acos2x —2BsinZx) 
Yı << SA cos2x — 4Bsin2x * x(—dA sin 2x — 4B cos 2x) 
yı - — İ2Asin2x —12Bc0s2x--x(—8A cos 2x 4- 8Bsin 2x) 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
(—-8A -- 4B) sin 2x -- (—4A — 8B) cos2x - cos?x 


—8A--4B-0 , —4Aâ—8B-—1 
1 2 
mı EE a 
olarak : 
yı — 50 (sin 2x -- 2 cos 2x) 
bulunur. 


Bunlara göre verilen diferansiel denklemin genel çözümü : 
y > Cıe'-- C,cos2x-- C; sin2x — 20 (sin 2x 4-2 cos 2x) 
dir. 
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Y"-y"--y'-4 ysin2x-4-c0s 3x diferansiel denklemini çözünüz. 


İkinci tarafsız denklemin karakteristik denklemi ; 
r--rer-41>(£-1)(2 41) 0 
ve kökleri r——1, r-— ti olup ikinci tarafsız denklemin 
genel çözümü : 


Jı Ce” - C, cosxr an C3 sin x 
dir. 


İkinci taraflı denklemin sin2x den ötürü olan özel çözümü: 

yı -Asin2x--Bcos2r 

şeklinde olup A ve B yi belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yı - 2ZAcos2x — 2Bsin2x 
yı - — 4AÂsin2x —4Bcos2x 
yı" - —8Acos2x-4-8Bsin2x 

ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 

— 3A --6B) sin 2x -- (— GA — 3B) cos 2x — sin 2x 
—3A-4-6B-1 , —6A—3B-0 


mİ ai 
iye “Es 
olarak : 
1 z 
Y-i5 (2 cos 2x — sin 2x) 
dır. 


İkinci taraflı denklemin cos3x den ötürü olan özel çözümü 
ise: 
yı—Asin3x--Bcos3x 


şeklinde olup A ve B yi belirtmek üzere türevler alınırsa : 


ys -3Acos3x—3Bsin3x 
ys - —9Asin3x— 9Bcos3x 
Ya — — 27A cos3x 4-27Bsin3x 


“ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 


(— 8A --24B) sin3x -- (— 24A — 8B)cos3x - cos3x 
—8A--24B-0, —24A—8B-1I 
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3 1 
olarak : 
i , 
Y“—ag (3 sin 3x -- cos 3x) 
bulunur, 


Bunlara göre verilen diferansiel denklemin genel çözümü: 
yCe*--Ccosx-C,sinx-- 5 (2 cos 2x— sin 2x) — 


1 ” 
80 (3 sin 3x -- cos 3x) 
dir. 


yi 2y"—-3y"--x4-3e*--4sinx diferansiel denklemini 
çözünüz. 
İkinci tarafsız denklemin karakteristik denklemi : 
r1-20—3r -p(r 4 3X7—1)-0 
ve kökleri r --0 (iki katlı), r-—3, r-1 olup ikinci taraf- 
sız denklemin genel çözümü : 
yı -Cı- COx-3-Ce*-- Ce 
dir. İkinci taraflı denklemin x? den ötürü olan ozel çözümü: 
yı sax bx--e)-ax'4 br? -4-cr? 
şeklinde olup a, 6, c yi belirtmek üzere türevler alınırsa: 
Yı — dax!-4 3bx? 4 2ex 
yy — 12ax2 $ 6bx-- 2c 
Yı — )dax 4 6b 
yı — 24a 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
24a 4- 48ax -- 126 — 36ax? — 18bx—6c mx? 
— 36ax? -4-(48a — 18b)x--24a--12b —6cx? 
—36a-1 , 48a —18b-0 , 24a 4-12 — 6c -0 


G-—55 


e 
37 * 37 


olarak : 
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i 2 7 207 | 
pi : 2 > yi 2 
YzX | 3g 37 * 7) 108 (3x2 -- 8x 4-28) 


İkinci taraflı denklemin 3e” den ötürü olan özel çözümü 
de: 


ysKe” 
şeklinde olup K yı belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yy -2Ke”, yg -4Ke*, y"-68Ke”, yi 16Ke* 
ve diferansicl denklemde yerlerine konulursa : 
16K e” - 16Ke*—12Ke” -3e' 
20K e* — 3 e” 
2 


20 
olarak : 
Us — 3 g3 
Y3 90 
bulunur, İkinci taraflı denklemin 4sinx den ötürü olan özel çö- 
zümü ise: 
yYyaısAsinx--Bcosu 


şeklinde olup A ve B yi belirtmek üzere türevler alınırsa : 


yı —Acosx—Bsinx 
yı ——Asinx—Bcosrx 
yı —-—Acosx--Bsinx 


yı Asinx b Bcosx 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
Asin x4-B cos x—2A cos x--2B sin x--3A sin x--3Bcosxsd4sinx 
(4A --2B)sinx--(—2A--4B)cosx s dsinx 


4A--2B8-4, —2A-4-4B-0 
4 2 
AŞ, B— 


olarak : 
Yı e sinx-- cos x) 


bulunur. 
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Bunlara göre verilen diferansiel denklemin genel çözümü : 


YY yy yı 
2 
y Cık Cıx Cg — Tİ (3x? & 8x 4-28) 


di 4- -e sin x -- cos x) 


20 
dir, 
* si — 36y - 20e”cos3x di feransiel denklemini çözünüz. 
İkinci tarafsız denklemin karakteristik denklemi : 
r1-5r? —36 (rr — 462-9) -0 
“ve kökleri r - —2 , rS52, r-F3i olup ikinci tarafsız 


denklemin genel çözümü : 
> C,e-2* -- Ce? 4- C3 cos3x--C,sin3x 
dir. 
İkinci taraflı denkleme ait özel çözüm: 
yı ze” 
şeklinde olup (2) i belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yı —z e” 4 72ze” 
Yy” —2' e 4-42'e 4. 4ze” 
yı —2"e 462'e 4 127'e 4 8ze 
Yı zilVde2r 4 82" gt 4 242” ex 4 327'e 4 162 e 
elde edilir ki bunlar da diferansiel denklemde yerlerine konulursa: 
2lV e 1 82'e? 4 247'e? 4 322'e 1 162 e? 4 52'e? 4 202'e 
202 e” — 36ze' -- 20e”*cos3x 
21V 82" 4-292” 4 522' - 20c0s3x 
diferansiel denklemine varılır. Bu denkleme ait özel çözüm ise: 
z-Acos3x-4-Bsin3x 
şeklinde olacağından A ve B yi belirtmek üzere türevler alınırsa: 
z'-—3Asin3x -3Bcos3r 
.z's — 9Acos3x—9Bsin3r 
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2” - 27TA sin3x — 27Bcos3x 
VW  81A cos3x 4-81Bsin3x 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
81A cos 3x-4-81B sin 3x--216A sin3x —216B cos 3x—261A CcOSs3x— 
261B sin3x — 156A sin 3x -- 156B cos3x — 20c0s3x 
(— 180A — 60B) cos 3x -- (6OA — 180B) sin3x m 20cos3r' 
— 180A —60B--20 , o 60A —180B -0 


1 1 
My» Beeg 


bulunarak : 


7 — 5 (3 cos 3x -- sin 3x) 


ve 


Yy -— 55 — (3 cos 3x -- sin 3x) 


elde edilir. 
İkinci taraflı diferansiel denkleme ait e SERİ ise: 


ys Ce 4 Cpe?*-4 Cgcos3x -- C,sin3x— 5 55 6 cos 3x--sin 3x) 
dir. 


y'--2y'—y'—2y-5sin2x--12xe” diferansiel denklemini 
çözünüz, 
İkinci tarafsız denklemin karakteristik denklemi : 
r427—r—2—(r--2Xr-4-1)(7 —1)-0 


ve kökleri r——2, r-—i1, r—1 olup ikinci tarafsız denk- 
lemin genel çözümü: 
yı sC,e 4 C,e* 4 Cge* 
dir. İkinci taraflı denklemin 5 sin2x den ötürü olan özel çözümü: 
yı <Asin2x--Bcos2x 
şeklinde olup A ve B yi belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yı - ZA cos2x — 2Bsin 2x 
Yy - — AA sin2x — 4Bcos2x 
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yı - — 8Acos72x--8Bsin2x 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
— 8A cos 2x --8Bsin2x— 8A sin 2x —8Bcos2x — ZA cos2x-- 
2B sin2x— 2A sin2x —2Bcos2x - 5sin2x 
(— 10A -- 10B)sin 2x -- (— 10A — 10B) cos2x - 5sin2x 
—10A -4--108-5, —10A—10B-0 
A“—İ, B-3 
bulunarak : 
Yı ei (cos 2x — sin 2x) 


elde edilir. 
İkinci taraflı denklemin 12x e” den ötürü olan özel çözümü: 
yı -e”z 
şeklinde olup (2) i belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yı 2'e“ İIze” 
yı -2'e*-42'e*-4-4ze” 
Yy -z3 “e 62" e*-1-12z2'eX -4-8ze” 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
2"ex L6z2'eX 1122'e .8z2e0X 22'e 182'e 4-8ze 


2'e —2z7eX—72ze'— 12 e e” 
2"482'419z2'--122--12x 
“elde edilir ki bunun da ikinci taraftan olan özel çözümü: 
z—ax$b 
şeklinde olup a ve 6 yi belirtmek üzere türevler alınırsa; 
2'-a, z-0, 2-0 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa . 
19a -12ax4-12b - 12x 
12ax 4 (19a 4-125)  12x 
12a-12, 19a--126—0 


a—1 , b—— 


olarak : 
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se > 
12 
ve 
e” 
Ye > 15 (12x — 19) 
bulunur, 


Bunlara göre verilen diferansiel denklemin genel çözümü : 
Ix 
yaCıe”-4-C:e*--C,e'-- (cos 2x — sin 2x) -- n (12x — 19) 
dir. | 


7 k4 a — 4cos 4x diferansiel denklemini çözünüz. 
” İkinci tarafsız denklemin karakteristik denklemi : 
r1-4-4r9r3(7-4-4)-—0 
ve kökleri r — O (üç katlı), r - — 4 olup ikinci tarafsız denkle- 
min genel çözümü: 
Yı sCı-Cır--Csx? Ce * 
dir. 
İkinci taraflı denklemin özel çözümü ise ! 
yı -Acos4x-4-Bsindx 
şeklinde olup A ve B yi belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yı - — 4AÂsin4x--4Bcosdxr 
yı - — 16Acos4x — 16Bsindx 
ya — 64Asin4x — 64Bcosdx 
yıN - 256A cos 4x 4- 256B sindx 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : Ni 
256A cos 4x 4 256Bsin 4x -- 256A sin4x — 256B cos 4x s 4 cos ix 
(256A — 256B) cos 4x -- (256A -- 256B) sin4x w 4cos4x 
256A —256B-4 , 256A --256B -0 


1 1 


e 


bulunarak 


398 


53. 


Yüksek Matematik Problemleri 


Yı - 55 (cosdx — sin Âx) 
elde edilir. 


Bunlara göre ikinci taraflı denklemin genel çözümü: 


YyaCıkCıx-4--Cıx2--C,e 1 4 135 (cos 4x— sin 4x) 


dir, 
d'y diy 5 z R Se Ka 
de -2 72” 2x 25e-“ sin 2x diferansiel denklemini çözünüz. 


İkinci tarafsız denklemin karakteristik denklemi : 
r$2r-r2(2-4-2) 


ve kökleri ; — 0 (iki katlı), r - #V2i olup ikinci tarafsız denk- 
lemin genel çözümü: 


iyısCı-Gıx-CscosyV2x--Cısin Yö 
dir. 


İkinci taraflı denklemin 2x den ötürü olan özel çözümü: 
Ye > x?(ax-4 b) >ax-4-bx 


şeklinde olup a ve 6 yi belirtmek üzere türevler alınırsa: 


gm —3ax-4-2öx , yı 62x426 


yı" — 6a , YıN0 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
12ax--4b —2x 
12a-2 , 4b-—0 
1 
a— 6 , b İİ 0 
olarak ; 
x 
YM“ç 
bulunur, 


İkinci taraflı denklemin 25 e—* sin 2x den ötürü olan özel 
çözümü de: , 
yı ze" 


şeklinde olup (2) : belirtmek üzere türevler alınırsa : 
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, 


yı -e“z'—e-*z 
yı —e*2'—2e-*z'-4-e-z 
Oy'e*2" —3e—*2'-4-3e-*2' —e-z 
MV —e-*z2V—4e-*2" 46e-*2'—46-*z2'4e-*z 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 


e*z'V—4e-*2".4-66-*2”—46 *z2'4-e-*2 426 *2' — 
4e“z' -2e-*z 25e-*sin 2x 


V—4z"-48z7'—8z'--3z x25sin2x 

elde edilir ki bunun da ikinci taraftan olan özel çözümü: 

-Asin2x--Bcos2x 

şeklinde olup A ve B yi belirtmek üzere türevler alınırsa: 
7 —2Acos2x— 2Bsin2x | 
2" —4A sin2x —4Bcos2x 
z"-- —8Acos2x--8Bsin2x 
zV — 16A sin2x 4- 16B cos 2x 

bulunarak diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 


16A sin 2x -- 16B cos 2x 4- 32A cos 2x — 32B'sin 2x — 32A sin 2x— 
32B cos 2x — 16A cos2x -- 16Bsin2x--3A sin2x -4-3Bc0s2x 2 |; 
25 sin 2x 


(— 13A — 16B) sin 2x -- (16A — 13B) cos 2x m 25 sin 2x . 
—13A—168-25 , 16A—13B-—0 


olarak: 
2 — 5 (3 sin 2x--16 cos 2x) 
ve 
eme Se (13 sin 2x-4-16 cos 2x) 
bulunur, 


Bunlara göre verilen diferansiel denklemin genel çözümü: 
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 — Ey © 3 
yaCı-COx-C3 cos V2x 4 Cısin 2x 4-7 — 


5 (13 sin 2x -- 16 cos 2x) 
dir. 


3x ğ 
44. y'—6y--9y- > diferansiel denklemini çözünüz. 


İkinci tarafsız denklemin karakteristik denklemi; 
r2—6r4-9-(r—3)2-—-0 


ve kökleri r — 3 (iki katlı) olup ikinci tarafsız denklemin genel 
çözümü: 
yl(Cı--Cx)e* 


dir. Bu ifadenin, ikinci taraflı denklemin genel çözümü olabilme- 
si için C, ve Cz nin ne şekilde fonksiyonlar olması gerektiğini 
bulmak üzere sabitin değişimi (Lagrange) kuralını uygulayalım ; 


yC,e*-Cxe* 

y—3Cıe* 4 (e*--3xe)C)--Cı'e* Cg re” 
olup bütünler şart olarak ; 

C,'e*-4C'xe* -0 (1) 
olmasını kabul edelim. Buna göre ; 

y —3C,e*--(e* 4-3xe*)C; 
olarak : 
Yy 9Cıe* -4-(3e* 4-(1 4 3x) 36”) C2-- 3C1'e* 4-(1 4 3x)e” CC, 
dir. Bu türevler diferansiel denklemde yerlerine konulursa: 

3Cr k(1 4367 5 (0) 
elde edilir, (1) ve (2) denklemlerinden : 


i 
, G-—- $Kı 


ve 
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Bini 


C, en log x * K, 
bulunarak : , 
y(Cı-Cıx)e* 
y-—logx-Kı—1-4Kıx)e” 
yaKıxe*--K,e*—e”logx 
elde edilir. 


y'—4y'--3y İz diferansiel denklemini çözünüz. 


İkinci tarafsız denklemin karakteristik denklemi : 
r2—4r4.3(r—1)(r—3)-0 
ve kökleri r-1,r-—3 olup ikinci tarafsız denklemin genet 
çözümü: 
: y- Cıe * C>e* 
dir. Şimdi, bu ifadenin ikinci taraflı denklemin genel çözümü 


olabilmesi için Cı ve C, nin ne şekilde fonksiyonlar olması ge- 
rektiğini bulmak üzere sabitin değişimi kuralını uygulayalım: 


, yCıe--3C)e* -C,'e'--Cj'e* 
olup bütünler şart olarak: 
Cı'e* Cz'e3* (1) 
olmasını kabul edelim. Buna göre: 
y—Cıe-4-3C,e* 
dlarak : | 
y'asCıe'49C3e*-Cı'e-3C, e 
dır. Bu türevler diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
Ce" 9C,e* Ce 4-.3C'e* —4C,et — 12036 4-30) 
3C3 e” 


e 
Le 
C,' e * 3C3” e“ iF (2) 


elde edilir. (1) ve (2) denklemlerinden: 
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ei MK ir e 
Mek. Giza 
ve bunlardan : 
Cay , Cim ğlegle ti) eK, 
Gir “a İt 


G, — 5 |- 5 e e —log(e-* 4-1) | ii 
elde edilerek yerlerine konulursa : 
1 
y— DE e“log (e * 1)--Kı e -- 


5 -> e $er—elelet$1) | KK, e” 
—K Xx 3x 1 2x 1 x 1 x 3x —x 
y—K,e*-4-Kze te —7z: * zle —e”) log (1--e”*) 

elde edilir. 


2 
74 * 4y > 4 sec? 2x diferansiel denklemini çözünüz. 


İkinci tarafsız denklemin karakteristik denklemi : 
r244—0 
ve kökleri r— F 2i olup ikinci tarafsız denklemin genel çözümü: 
ys Cıcos2x--Ç, sin2x 


dir. Şimdi, sabitin değişimi kuralını uygulayarak, bu ifadenin 
ikinci taraflı denklemin genel çözümü olabilmesi için C, ve C; 
nin nasıl Cı(x) ve C>(x) şeklinde fonksiyonlar olması gerekti- 
ğini araştıralım: 


y'-—2Cı sin 2x 4 2C> cos 2x--C, cos 2x--Cz' sin2x 
olup bütünler şart olarak: 
Cı” cos2x 4- Cz sin2x-0 (1) 
olmasını kabul edelim. Buna göre: 
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y'— — 2Cı sin 2x -- 2C, cos 2x 
olarak : 


” — — 4Cı cos 2x — 4C; sin 2x —2C,' sin 2x-- 2C7' cos 2x, 
dir. Bu türevler diferansiel denlemde yerlerine konulursa : 


— 4Cı cos 2x — 4C3 sin 2x— 2C,' sin 2x -- 2C:' cos 2x -- 
4Cı cos 2x 4- 4C, sin 2x — 4 sec! 2r 
— 2C,' sin 2x -- 2C;' cos 2x — 4 sec?2x (2) 

elde edilir. (1) ve (2) denklemlerinden: 

C>' — 2 sec 2x , Cslog(sec 2x--tg 2x) -- K; 

C,' :- — 2sec?2xsin2x , C, - — sec2x--Kı 
elde edilerek yerlerine konulursa : 

y > Kıcos2x--K,sin2x —1--sin2xl0g(sec 2x - tg 2x) 
bulunur. 


xy" — xy' 4 4y — cosflog x) - x sin(log x) diferansiel denklemini 
çözünüz. 


dx dt 
Zat En ös ? vE 
x - e' dönüştürmesi yapılırsa logx-—t, 1 
ve: 
dy dy & .dy Di 
de “de de © gı —D4 


yi td 
SY İİ (Dy — eDyjet — MD—Diy 


xy" -(D? —Di)y , oO—ay -—Dy 


olarak : 
(D—D—D--4)y-cost--e'sin? 


y'—2y'--4y-—cost--esin? 


denklemine varılır. Bu denklemin ikinci tarafsızının karakteris- 


tik denklemi: 


r2—2r44-0 


've kökleri: r-1#V3i olup ikinci tarafsız denklemin genel 


çözümü : 
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yı -e(C,cosy3t--C; sin V30) 
dir. İkinci taraflı denklemin cos£ den ötürü olan özel çözümü: 
yı —Acosi--Bsint? 
şeklinde olup A ve B yi belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yı -—Asint--Bcost 
yı -—Acos?t—Bsint? 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
—Acos:—B sin?--2A sin#— 2Bcos4--4Acost--4Bsint w cost 
(SA — 2B) cos 4--(2A -- 3B) sin? — cost 
3A—2B8-1, 2A-4-3B-—0 


5 | 


gi 13 


gi 


olarak : 
Yı — 56 cost — sin?) 
dir. İkinci taraflı denklemin etsin? den ötürü olan özel çözümü 
de: 
yı >ze 
şeklinde olup (2) i belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yı -etz'--e'z 
yı -e'2'-2ez'-ez 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
e2'-2ez2'ez—2e'z'—2ez44ze6'—e'sint 
z'-4-3zsint 
elde edilir ki bunun da özel çözümü: 
z-Asin?-Bcost 
şeklinde olup A ve Byi belirtmek üzere türevler alınırsa: 
z-Acost—Bsin? 
*s—Asint—Bcost? 


bulunârak diferansiel denklemde yerlerine konulursa ; 
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o — Asin:—Bcos?--3A sin?--3Bcos?£-—sin? 
2A sin £--2Bcost—sint 
2A -1 , 28-0 


1 
A-5 P B—0 


olarak: 
z-— 5 sin? 
ve 
e , 
yı DE sin? 


bulunur. Bunlara göre ikinci taraflı denklemin genel gözümüz 
y- yı X Yy? ty3 
— e(Cıcosy 34--C, sin y3 Diş 3 (5c0s? — 2 sin 4) -- 
5 e'sin £ 


dir. ee —x ve f-log x olduğu göz önünde tutularak verilen di- 
feransiel denklemin genel çözümü: 


y-x(Cıcosy3logx--CasinV 3 log x) - 
5 (3 coslogx—2Zsinlög x)-- 5 x sinlog x 
dir. ü 


xİy"-4-2xy'—2y-logx-- 3x diferansiel denklemini çözünüz. 
x-—e dönüştürmesi yapılırsa log x—£f ve: 
dy duyd  .. ,dy 


e -SI . g—t 
dan gey 


; 
diy 5 Gi — di) e e-XD?— D)u 


RT — (e -X*(D3 — D*)y Bn 2 e XD? EE D)yl| e 
— (D* — 3D! 4 2D)ye-* i 
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elde edilir. Bunlara göre, x-—e! olduğuda göz önünde tutularak: 
xy" — (D! — 3D? -4-2D)y 
2xy'—2Dy 
—2y- —2y 
olup denklemde yerlerine konulursa : 
(D9—3D?-4-4D—2)y—t1e*-43e 
denklemine varılır. Bu denklemin ikinci tarafsızının karakteris- 
tik denklemi: 
—3r*--4r—2-(r—1MXr?—2r--2)-0 
ve kökleri r—-1, r-1>Xi olup ikinci tarafsız denklemin ge- 
nel çözümü : 
> — C,e' 4 e'(Czcos?4--Cssin?) 
Ir, 
İkinci taraflı denklemin ?£e> den ötürü olan özel çözümü: 
yz 
şeklinde olup (2) i belirtmek üzere türevler alınırsa : 
yı —ez'--2ez 
yı —elz"-4-dez2'4-4e'z 
yı" — el2"4-6e6'z2'4-12e02' 4. Beliz 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
2"4-32'--42' 202 4 
denklemi elde edilir ki bunun da özel çözümü: 
z-atköb 
şeklinde olup a ve 6 yi belirtmek üzere türevler alınırsa : 
zZz sa, zZz'-0, z"-0 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
da -2at--2b 
2at - (4a--2b) st 
2a-1 , 4a--2b-0 


olarak: 
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ve 


bulunur. 
İkinci taraflı denklemin 3 e* den ötürü olan özel çözümü: 
yı -Kte' 

şeklinde olup K yı belirtmek üzere türevler alınırsa: 
yı —Ke'j-Kfe* 
yı —-2Ke'--Kte 
yı" -3Ke'--Kefe 

ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa: 


Ke—3e 
K-3 
olarak 
Yy — 3 4 e! 


bulunur. İkinci taraflı denklemin genel çözümü ise: 


Yy-yıty*ys 


y — Cari (Cp coslog x-4-Cssinlog )4-5-xX(l0g x — 2) 4-3xlog x 
dir. 


sü, 1 Ya) 
2 -y47z ) 


diferansiel denklem sistemini çözünüz, 


y -y—OSz denklemi xe göre türetilirse: 
y'-y—öz' 
ve bu ifadede 2' yerine ikinci denklemdeki değeri yazılırsa : 
y'-y—Sy— 35z 


'elde edilir. Burada z yerine de birinci denklemden elde edilecek 
değeri konulursa : 
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yy — 5y — 35 Çİ 
Y-y—İy—7y$t7y 
y—8y--12y-0 
denklemine varılır. Bu denklemin karakteristik denklemi: 
r2—8r--12-—0 
ve kökleri r-2, r 6 olup bu denklemin genel çözümü: 
ys Kıef* 5 K,e” 
dir. Bu ifadenin türevi alınırsa: 
y -6Kı1e5*-4-2K,e” 
elde edilerek y' -- y— 5z denkleminde yerine konulursa: 
6K,e9* - 2K,e” -K,e9*-- K,e> — 5z 
5z - —5K,e*—K,eX 
2 C,e* Ce i 
bulunur. 


dx d 
Vİ ye | 


diferansiel denklem sistemini çözünüz. 


d d 
Ci e çi 


Diferansiel denklem sistemi: 
(D—1)x4(D—4)ye* 
(D—2)x-(D—3)y-e” 

şeklinde yazılarak, bu denklem sisteminden y yi yok etmek üze- 
re birinci denklemi (D—3) ve ikinci denklemi D— 4 ile çarpıp 
denklemleri taraf tarafa çıkarırsak: 

(D2—4D--3)x-4(D?—7D-4-12)y-(D—3)e 

Ses — 3e5 — 265 

(D? —6D--8)x-4-(D?—7D--12)y--(D—4)e* — 

i 202! — de? — — 7e2* 


ve bunlardan : 
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(D?—4D-3—D--6D—8)x— 2-4 2e 
2D—5)x-2e5* 4 2e* 
elde edilir. Bu denklemden ise: 
5 
—t 
x—Cıe? Zoe — Ze 
bulunur. Ayni iş xi yok etmek üzere tekrarlanırsa: 
(20—5)y——3e*--e* 
ve bu denklemden de: 


5 
— 
y>- Cıe? —— Şe—eh 


bulunur, x ve y içindeki sabitler bağımsız değildir. Gerçekten x 
ve ynin bu değerleri diferansiel dönklem sisteminde yerlerine 


konulursa : 


5 
— 
, ? (Cı Cje? 


Set gt 


1 >! | 
Di (Cı—Cı)je* ele 


elde edilir ki buradan da eşitliklerin sağlanabilmesi için C,-C, 
olması gerektiği görülür. Buna göre C, -C;-C alınırsa dife- 
ransiel denklem sisteminin çözümü olarak: 


5 
—t 
x—Ce? 13 e*— 2e* 


y-Ce? yz, Çe—e 


elde edilir. 

dx dr di. za | 

“de de dt İdi ir a 
iferansiel denklem sistemini çözünüz. 


de İY 24. 2y3p3 
ge tig 2-20 
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Diferansiel denklem sistemi: 
(D?--20)x-Dy—2e* 
(D--2)x4(D—2)y-32 
şeklinde yazılarak y yi yoketmek üzere: 
(D —2)(D?-2D)x-4-D(D—2)y- (D— 2) 26 — 4e— de 0 
D(D--2)x--D(D—2)y-D302--64 
ve taraf tarafa çıkarırsak: 
(D—2)(D?--20)—D(D-4-2))x -—6t 
D(D--2)(D—3)x-—-—6£ ; (D9—D? -6D)y- —6t , 
elde edilir, Bu denklemin ikinci tarafsızının genel çözümü: 
Xx sCı-Ce*-1-C,e- 
dir. İkinci taraflıya ait özel çözüm: 
x,—t(at--b)-at?--6 
şeklinde olup a ve ö yi belirtmek üzere türevler alınırsa: 
Dx>-2at--b , D'x-—2a , D3x,-0 
olarak diferansiel. denklemde yerlerine konulursa : 
0 —2a—12af— 6b ww —6t 
— 12at —2a—6bs—6t 
—12a-—6 , —2a—6b 0 


1 1 
a , rel 
ve 
1 
— ep — 
X2 z : 5 ' 


elde edilir, Bunlara göre x genel çözümü: 
xCıt Cpek 1 Cye-k > 2— 5 Li 


dir. Şimdi de y yi bulmak üzere denklem sisteminden xi yok- 
edelim : 
(D?--2D0)x--Dy-—2e* 
(D? 4-20) x--(D?—2D)y-—D(34) — 6 


yazılıp taraf tarafa çıkarılırsa: 
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(D?—3D)y-—66—2e* 
elde edilir. Bu denklemin ikinci tarafsızının genel çözümü: 
il yı > C -Cse* 
dir. İkinci taraflı denklemin 6£ den ötürü olan özel çözümü: 
nt(at--b)-a2--b1 
şeklinde olup a ve ö yi belirtmek üzere türevler alınırsa: 
Dy, -2at--65 , Diy—2a 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa: 
2a — Gat — 3b 5 6 
—6a—-6 , as —l 


ve İ 
e mi 5 : 
bulunur. 
İkinci taraflı denklemin —2e” den ölürü olan özel çözümü ise: 
yı sKe* il 
şeklinde olup K yı belirtmek üzere türevler alınırsa: 
Dy, -2Ke* , Diy, -4Ke 
ve diferansiel denklemde yerlerine konulursa : 
4Ke*—6Ket m — 2et 
—2Kelm — 26” 
—2K--—2 , K—1 


olarak: 


yı — e 
bulunur. Bunlara göre y genel çözümü: 
e e 9 5 G2 4-20) ket 
dir. | 


x ve y ifadelerindeki sabitler arasındaki bağıntıları belirt- 
mek üzere bunların türevlerini alalım : 
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d ) 
His erki 
dix — 9C,e3 4 4C 201 
m -4C5e-“*--1 
g e 3Cş5eX — 24 — 5 20 
Bu değerler diferansiel denklem sisteminde yerlerine konu- 
lursa : 
(15 ie *3C3)e* 2 2e” — 2e* 
(6C3-4-Cs) e 5 38 * 2C, — iü” —- 32 


15C4-3C;50 , 


Gi 50, Ni 


505-C5-0 
CCı— i 


elde edilirki bunlardan da, eşitliklerin sağlanabilmesi için: 


3. 
, 2Cı—2C/— Yİ Zİ 


olması gerektiği bulunur. Bunlara göre diferansiel. denklem siste- 


minin çözümü ; : 


5 
y-Cı—-ız 


Be 5 G2 4-20) ket 


x— Cık Get 4 Ce” 4 (30—0) 


dir. 


4y--1)dx--y(x—1)dy —0 Cevap: 
Vy?—1 desyyi—e? dy <0 Cevap: 


du--utgude-—0 Cevap: 
v4 — e Cevap: 
ii -J a Cevap: 
gi e İİ e ği 


xyhj 2) 


| Aşağıdaki diferansiel denklemleri çözünüz * 


(e 124 (402 2 log iy) C 
Aresin x İ Vy—i zc 


u-—Ccosv 


r — Clsec 0-4 tg 0) 


i V 
e2z — Aretg İC 


2 
(Ay 


ükep 


, 68. 


69, 


70. 
71. 
72. 
73. 
74. 
15. 


76. 


71. 
78. 
79. 
80. 


81. 
82, 


83. 
84, 
85, 
86. 


“87. 


88. 
89. 
90. 


(2 --y2)de“- xydy 0 
y-- Ve—yidx—x dy-0 


ydat(xty)dy —0 
(vkz)dr dg 0 


(2xy3—2y7--4x3)dx-4H(3x2y2—4xy—3y2)dy 0 


(a: £ erir) dı-- (2044 > eyix Ydy—0 


Arasi yide oh ren dy—0 


1—y2 
Çeri) zi yz 
> —y-isinx 


dy--(y—2 sin x)cos x dx—0 
log x pi Ri xyz 
tg PE >P ty —secx 


xx -1)y”--y 2 Aretgx 
di el 
Lg tRiz 


dy — xp) 
ra me 
dı 80-4» 


dd” at 


1 
3y” cos xy sinx— 7-0 
xy'*y—y)logx 
y' ty 
yi 1lzey 
xy'İ-yxsinx 


—y?eos x — sin x) 


y'cotgx-- yl 


Cevap: 


Cevap; 


Cevap: 


Cevap: 
Cevap: 


Cevap: 


Cevap: 

Cevap: 
Cevap: 
Cevap : 


Cevap: 


Cevap: — - 


Cevap: 
Cevap: 
Cevap: 
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Cevap: x1-- 2x2y2 —C 


Cevap: 


Cevap: 
Cevap: 


Cevap: 


Cevap: 


Cevap : 


log Cx — Aresin z 


NE — log Cy 
Yy f 
2xy *-y?)  C 


xyilogx zC 


xy? ey/x <—C 
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Cevap: x2y3 —2xy1-- x4 —y3zC 


x Aresiny--2sinyC 


(—y) Vi —log(e *V2114-C 


2y-4sinr-cosx-—Cex 
yi7)— AA e 
 İylogx—C 
ysinr—x--C 


*t, (41) 
VE SE A) 


Ri 
iz -Etee L 


C x2y2 4 2xy? 1 
.2—02l0g12--C12 


y3i-—sinx--Ccosr 


1 
YÖ logxiiikKr 


Kex—sinx 
eyi Cexty 


xy sinx—xcosx--C 


yl-4-Ceosr 


* > Aretg xt 


cx t1) 
x 
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yde (04 riy))dy 0 Cevap: 5 4y7 4 2logy -€ 
92. xy'--ychx Cevap: xy>xshx-C 
1 
93. C Fy)dy 4d 0 Cevap: yi çy3 Cc 
94. Rxy'k2yzryrti Cevap: Calyn-xyn—i—C 
95, (—y ey /x) dx--x ey'xdy —0 Cevap: ey'x--logr xC 
p 2 
96. x dy—İy-x y*(1-Hlog x))dx-0 Cevap : ” —— 5 x (5 “log ) -C 
97, y”zsinx Cevap: yz—sinx--Cıx--Cş 
98. “15-82 Cevap: s5 x—16(2-4-Cıt-- Cg 
99, y'—y—a Cevap: logliy —a*- Viy—a)? FC Ex--C 
du (iy ZAC -G 
100, 2y Ja —(2)- 4 Cevap: 2VCĞ1y—4—FCıx-4-Cp 
101. xy”—y'z0 Cevap! yxCıxr? 4 C> 
102. yiV—ex--shx Cevap! yze*-shx-4Cı-4 Czx4-Cgx24-C4x3 
103. Li — (Ey 1 Cevap: yxCı log sec(x İ-C3) 
dx? dx 
du di. ç e e 
104, ği *-y de 0 Cevap: log Gily © Cıx #-C> 
105, el — ey Cevap! Cı — YÖ? Fey Cper Sit 
p 


2 
106, yaya (2) Cevap: CıyxCpelyx —2 


1 
107, GS a)yr-2xy'—2x-3 o Cevap; yCıAretgx 7 tC3 


108. yy'*-y2-2 Cevap: y?2 —2x2-4- Cıx--C> 
109, y"--y'—6y-0 Cevap: yz Cıe2x 4- Cpe—3x 
110, y"—y' —12y'-0 Cevap: y 2 Cı -- Czefx -- Cge—3r 


111, y"--2y" —5y' —6y <0 Cevap: yı Cıe2x 4 Cze-x 4 Cge-3x 
112, y"—3y*--3y'—y0 Cevap: y Cıex 4 Czxet 4 Cgx2 ex 
113, yIV—y"—9y"'—11y'—4y—0 Cevap: y— e-XCı-- Cox -- C3x2) -- Cşefk 


114, y"—2y'-4-10y-—0 Cevap: y — ex(Cıcos 3x -- Casin 3x) 
115, y"-4 4y'—0 Cevap: y—xCı- Cacos 2x 4 Casin 2x 
116, yiV - 5y' — 36y —0 Cevap: yz Cıe2x4C3e-2x-4 Cgcos 3x--Casin 3x 


117, y”—3y'i Iy —en Cevap: y—Cjer 4 Cpeh — vet 


118. 


119. 


120, 


121, 


122. 


123. 


124, 


125. 


126. 


127, 


128, 


129. 


130, 


131, 


132. 


133, 


134. 


Yy" 3y” —4y —xe-2x Cevap: 


y"—3y' 4 2y—ex Cevap: 


y”-5y'-4-4y —3 — Ox Cevap: 
y" — 5y” 48y' — 4y 2 e?x Cevap : 


yi 9yxcosx Cevap: 
Y'Ay'—2y 114 x—x1) Cevap: 
y" —y>sinix Cevap: 
y"—İIy'—etsinx Cevap: 


y"--y'—cosecx Cevap: 


y”—2y'4-3y — x34-sin x Cevap: 


Y"-2y'—y'—2y ex? Cevap: 


y"—Ay'44y—x3e2x4x e)? o Cevap: 


Yy” dy — »?sin ?x Cevap: 


yiV -2y” — 3y” — x3-4-3e2x Cevap! 
-4sinx 


y” —dy'--3y 2 2xet 4 Cevap : 
3ex cos 2x 


y”-4-3y”--2y—xsin2x Cevap: 


y” —y> xİsin3x , Cevap: 
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yle Cek 4 Cgxe-h — 
5 (83 x2) e—-2x 
y > Cies 4 Cze?x ge 


1 11 
ys Cıe-x4-C3e—-8x — 7 xİ i 
Yy Cıex 4 Cze2x 4- Cgx 475 2g? 


1 i. 
yaCıcos 3x--Cosin 3x-- gros gg sinx 
ya Cjex - C3e-2x Sx? 

1 1 
ys Cıex 4 Cze—x — bi * 10 <*s 2x 
y Ci Cge — Ş etsin 


yCı--Cş cos x-*-C3 sin x— loglcosec x-- 
cotg x) —cosxlogsinx —xsinx 
ys eCı cosV2x--Casin Vİ x) 4 
m 
77(9x34-18x24-6x—8) t7 (sin x--cos x) 
. 1 
yCıer  Cpe—x 4 Cge-x— 5x2 İ 
peağağim 
1 b 
ys Cie?x4-Caxex- 55 x5 2x $ Z X3e?x 
i 
y — Cicos 2x 4 Cosin 2x — 75 x3cos 2x - 
7 sin 2x. g* cos Ir 
y Ci Cax 4 Cger 4 Cşe-3x — 
2 
0812-18-28) gp er eos 2sine) 


y Ciex 4 Cge3x -- 5 e3x(x2 —.x) — 


5 exlcos 2x - sin 2x) 


—7 
yz Cye—x - Cge—2x — cos?lx— 
5x—12 
100 sin 2x 
2 — 
y — Cyer 4 Ozer — ZE sin 3x — 
> X cos İr 


25 


136. 


137. 


139. 


140, 


141, 


142, 


143. 


144, 


145, 


y” k5y'6y 
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Cevap : 
e—2x sec2x(1 4 2 tg x) 


yiV — 8y” - 16y x8eXx Cevap. 
y”4y'--5y—20 cos 3x Cevap: 
yiV-y”22x34-15 e3x Cevap: 
x3y"-4-3x241—7xy'4-2y—0 o Cevap: 
x3y" -xy'—yxlogx Cevap: 
x2y”—3xy'--4y—x log x Cevap: 
By" ayy 3x8 Cevap: 
dx dy se 
dig Y7 
Cevap: 
dy 3 
di İx—yzeh 
4 ty 
Cevap; 
dr 2 
EA 
de ,d 
p e 
Cevap: 
dix ,d 
di * N ii 
Cevap: 
dx e 


ys Cıe-1x - Cpe-31 4 e—hitgr 


2? 
y ACI Car)e-24(C3- Care 4 7 e 


ya e—?(Cı cos x-- Cosinx)-* 


ii (38 sin3x — cos x) 


2 
yaCı--Cır* e e 


geo LE 


ys Cıx-Cırlogx- > 


yzxlCıkCılogr-* Cşlilogx  * 
(leg x)4| 


24 


i 
y 2 Cır?kCprlog xtr$t ç * log3x 


x* 
y > Cıx* Coxlogx- C3xlog?”r* 5 


3 
x(Cı—Ca)eos 14-(Cı--Cojsin t * ç g2 


y > Cıcos--Cosin t-- z Py 5 e 


7 
mr j 
x—270je 3 $ypek 7 f— 49 
7 
“b 1 l 26 
y-3C;e 5 —yert 30 't5'- 
——1—7 


x—Cı Czet 4 Cge-t 


Yy — Cg — Caet - Cge-t — cosr 


15. KATLI İNTEGRALLER 


3 
/ j0 — 2xy” * y')dxdy iki katlı integralini hesaplayınız. 
1-2 


3 
fe —2xy?-4-y)dx > 5 M—aty yiz 3 
,>2 
— 9 — yk 4 3 —f— z — ay — 2) 
— > —5y4-5y” 
olup : 


4 3 4 
| Jerry pydzdy> | (5 - Sy? 4 5”) dy 
V —2 Ni 


NY 
3 dir 
995 
4 


dür. 


2? Ix 
| x ydydx iki katlı integralini hesaplayınız. 


2 Ir 2 
ff avaar- (zar 
0 0 0 


2 
- f2vd- 5x 
0 


v 0 


2x 
dx 
0 


2 
8 
0 


dir. 
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3. jJ J ©y? dA integralini y—1I, y-2, x—0 ve «—ydoğrularının 


sınırladığı F bölgesinde hesaplayınız. 
F bölgesi li<ys<2 ve 0<x<y olup: 


2y 
J fayda ( (ayan dy 
F 10 
2 , 
flas 
1 
a 2 
ere $ 
z 5İv dy 
1 
7 


m 
dir. 
4, J yi x yda dy integralini x*--y'—a? dairesinin birinci bölge- 


deki kısmında hesaplayınız. 


a Va—ır 


e 
a 
-/ y 

0 


Va— de 


2 le 


a 
- J Zade | 


2 ga 
2 ül 


ki 
2 
1 
g“ 


$. 


üçgeninin AB kenarının denkle- 
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Te Yy > , a 
J J sin 248) de dy iki katlı integralini kenarları 


F 
a ve b olan bir OACB dikdörtgen bölgesinde ve bu dörtge- 
nin yarısı olan OAB üçgen bölgesinde hesaplayınız. 


1. Dikdörtgen bölgesinde (şekil 118): 


a b 
in Sİ 4 YYünay— ( (sin 7 41 
| | sin ik t yJüzdy ii” — <P 
Fı 


.2a 2b rı 8, ,. Kr ga 
-')—cos5 vel. 
. Sab 
> 


2. Üçgen bölgesinde : OAB 


li NE EM i il- 
mt 1-0 dır. gin veril 


miş bir değeri için y nin limit 


değerleri 0 ve — (aa) olduğu- 


Also) * 


Şekil 118 


aa 
in: — in (2.1 
JJ sin Ci meli sin 2/5 * zay 
F3 00 


na göre 
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2a 2d . x wa 
— .—. sin—-— 
K T 
.. dab 
e 72 


dir. 


/ J e” dydex öki katlı integralini hesaplayınız. 
0 x 

Buradaki birinci integrali basit kurallarla hesaplamak 
mümkün değildir. Ancak integral sırası değiştirilmek suretile 


hesaplamak mümkün olabilir. İntegral bölgesi x—0, &«—i, 
yzx, y—i doğrularının sınırladığı üçgen bölgesi olduğuna 


göre: 
1 1 1 y 
JJ erayan- ( feravay 
0 x 0 0 
1 
-/ xe” "ay 
0 
0 
1 
— (veray 
0 
il ai 
El 
le -1) 
dir. 
21 


J J sin a? de dy iki katlı integralini hesaplayınız. 
0 yj2 
Bu integral sınırlarına göre integrali hesaplamak müm- 


kün değildir. İntegrasyon bölgesi 2—18—5- Y, Y20, y-2 


doğrularının sınırladığı üçgen bölgesi olup : 
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2x 


| fener | | fan a? öy) da 


0 yj2 


yazılabilir ve buradan da; 


1 
2 
-/ | y sin “da 
. 0 
0 


1 
— J 2xsinx?d 
0 
1 
— | — cos zi 
—i1—cos ij. 
bulunur. 
ai 
2 sec9 >) 
rdr iz ” ai 
8. jJ / Eri sini iki katlı integralini a 
0 0 


Kartezyen koordinatlara dönüştürelim. r cos İ—x,rsin0—y 
olup 17-0 için x—0; r— sec0için x—i1 ve 0 —9 için y—0; 


0—— için y—> wolarak: 


2 
a sec yp 1 
rdrd0 de d 
14r?sin?0 14y? y 
0 
© 
mi SE 17 
j 14y | vd 
0 
© 
— ( AY 
—yYity 
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© 
Ss Arets y| 
0 
yk 
2 
bulunur. 
a Na—xi 
9. J J vay” duydu iki katlı integralini hesaplayınız. 
900 


Kutupsal koordinatlara dönüştürelim, 


—-yr ; &—rcosÜ ; y:zr sin 0 
olarak : 
r 
a Vazri 2 a 
7 VE Eydy da— / | J reosto.r.rar)an 
20 


| J r1 cos? 0 dr ps 


ee Sala 


a / 
Ja 


bulunur. 


10. 


11. 


olarak : 
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D bölgesi x?4y—R? dairesi olduğuna göre 


1— jJ / V14074y? de dy iki katlı integralini hesaplayınız. 
D > 


İntegralin hesabı için x—r cos0 , y—rsin9 dönüştürme- 
sini yapalım. Bu takdirde 274-y?—r? olarak integral: 


JJ VT as ay- JJ viran 


D D 
2r R 
fr) 
0 0 
şeklini alır. Bunu hesaplamak içinde: 1417 —u dönüştürmesi 


yapılırsa 2r dr—du ve r—0 için u—1 ; r—R için u—14-R? olarak 
14-R2 


2x ıng 
U W 
a 
0 1 
2r 
0 


—(14R)92—1), 
Mei 


3/2 
3 


I4-R2 
1 


21 


0 


La 
bulunur. 
D bölgesi Rı—1 ve R,—2 yarıçaplı dairelerin sınırladığı böl- 


ge olmak üzere I— J J (2x4-y)? de dy iki katlı integralini 


D 
hesaplayınız. 


Kutupsal koordinatlara dönüştürürsek : 


&zr coB0 , yzrsinö 


424 
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1- (| fest dı dy— f fereostrrsinyirdtar 
D ”D 


Ir 2 
— / | J pi ör) (2 cosi --sin0)? d8 
0 1 


2x 
4 )2 
— J | ye | (4 cos --4sin 0 cos 0-- sin?) d8 
1 


2” 
5 (6 cos?0--4sin0 cos 0-- 1) d0 


2x 
yi ld cos 4-1) a8 
15 
2 d0 e cos 28 d0 -- 15 ji sin? cos0 dö 
Ş15r 
4 


bulunur. 


D bölgesi y—4—x, «0, y0 eğrilerinin sınırladığı böl- 
ge olduğuna göre 
/ fiz c16—an) as 
D : 


iki katlı integralini hesaplayınız. 
vVa—x 


J J > (16 — «ds ir / | ” (16— 2) öy)üz 
D 


4 
1 vV4—x 
—— 16— 2x d 

rl >) di 
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4 
—İ (46— yaza 
0 


olup 


V4—x —u dönüştürmesi yapılırsa: u—4—x, «—-4—u; 
dx —— 2u du olarak: 


0 
e! — (41) ya 
2/16 (4—uw)?7 u (—2u)du 
2 


2 
—> iy 2(16 —164-84—u4) du 


1 4. y6 
“5 fes u5) du | 


bulunur. 

13. (y—x—3)—4—o? eğrisinin 
sınırladığı alanı hesaplayınız. 
YEE43FYA Zİ olup: 

yı-at3— Yi— gi 
© yızat3 t yag 
ve 


Y— Yı 2y4— gi 


Şekil 119 


olur. Alan elemanı olarak ABCD dikdörtgeni (şekil 119) alı- 
nırsa : 
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*2 yz 


F-f fes 


— yy 
bulunur. 


2 
Yaş y- Teğrileri 0, 2-2 doğrularının sınırladık- 


ları alamı iki katlı integralle hesaplayınız. o (Şekil. 120) 


Ka -İ 2V4—ödx—4n 


14, 


16 
2 2244 y 
ii fay da 
0 pi x:2 
4 
116 e 
x 
İle” 4 ji 
0 
2 o| x 
—y 67—1) 
Şekil 120 


15. yal ve y-4—83x? eğrilerinin sınırladığı alanı iki katlı in- 
tegralle hesaplayınız. (Şekil. 121) 


-1 4—3.2 
F- ( (ayaz 
—I xt 
-1 ii 
- /| iz 
x 
—i 
Şekil 121 
#1 
S J 4—3a—a9)dz 
ji 
1 pi 28 
— — 0 — gö —— A.B. 
j4 © gp” e g AB 
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16. rza(1— cosb) kardioidinin sınırladığı alanı iki katlı integ- 
ralle Ke 


2 a(1 — cos 0) 


F- Er JJ e 
TİE 


a(1—cos 9) 


dö 


Li 


Sf (1— cos0)?d8 


2r 
1 * cos 20 
-5 ML ak 
0 
30 2r gla 2. g2 
lol ir 3 â 
370 
2 


17. Tza dairesinin dışında ve r-a(1-4-c0s9) kardioidinin ai 
kalan alanı hesaplayınız. 


i rJ2 a(1--c0s6) 
7-f J rdr d8 
0 a 


Jai cos 8) 


(la. 
di 


e 


İd , i 
-j a (2 cos 0--cos? 0) d9 
ii) 


TİZ 
-5/ 2 c0s0 -- ya - cos 2) d0 
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18. 
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j2 


|... NE 
Se 2 sin0 -- 3 0 4 - sin 20 : 
a: T 
-E(247) 
ve i 
a - 
dir. 


r8 cosb dairesinin içinde ve 114 cos0 kardioidinin das 
şındaki alanı iki katlı integral yardımiyle hesaplayınız. 


T 
İZ 3c059 
F-f frdra- vi r dr |a0 
D R 1-4cosf 
3 
r 
Gr 
/ , (3 cos9 
—— r 
2 1-4-cos 
BELL 
3 


->/ (3--4cos20 — 2 cos6) dö 


e > 
3 
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r 
1| y 
ri -*-2s8in20—2sin 0 
sy 
3 
—z— TI 
dir. 
19. r2—2a?c0os20 lemniskatı r—32a sin dairesi ve 0— ya doğru- 


sunun sımırladıkları alanı iki katlı integralle bulunuz. 


Şekil 122 deki B noktasının koordinatları (a. 3) olup: 


F- f fratar 


xJ4 2asin? 


-/ ii rdr 48 


r/6 av 3cos2ö 
rj4 / 


— / (2a? sin?8 — a? cos 20) dö 


rJ6 


a? ai 
DAY *6v3—12) 
dir. Şekil 122 


20. ©-4-y—Zax silindirik yüzeyi, z<mx ve 2-0 düzlemleri ile 
sınırlanan hacmı hesaplayımz. (Şekil 123) 


Z 


2a , 
e e 
0 


V—mra' 


Şekil 123. 
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Yüksek Matematik Problemleri 


Denklemleri 2-2), 2-4—y> olan silindirler arasında kalan 
hacmı hesaplayınız. 


Bu silindirlerin arakesitinin xy düzlemindeki izdüşümü 
x24y—4 dairesidir. Bu dairenin içindekt bir noktadan oz e bir 
parelel çizilirse bu doğru, ortak hacmı 2,2? ve 2, -4— y kot- 
lu noktalarda deler. O halde hacım: 


v- ff (2 —21)dAz /J (4—a?—y)dA 
F F 


dır. Buradaki dA, “Yy düzlemindeki dairenin alan elemanıdır. 
Kutupsal koordinatları kullanırsak : 


v-f (a—r)rdrda 


olur. r in sınırları 0 ve 2;0 nınkiler de 0 ve 2x dir. O halde: 


2 2r 2 
vfarf 4—r)rdi— far—rirar 
0 0 0 


4 |2 
—d2r 20— 2) —87 
4 Jo 


dir. 
2—-4—a2—y? , 2-0, 4-y 2x yüzeylerinin sınırladığı hac- 
mı hesaplayınız. 


VW J J z dyd« olup D bölgesi x?4y?—2x yani 
D 


(4—1)7-4-y7—1 dairesidir. Buna göre: 


2 V1—G—1) 
v2 J | J 4) ay Ja 


dir. Kutupsal koordinatlara dönüştürürsek: x—r cos0, yr sinf 
ve D bölgesi r—2 cos Ö-olarak: 


bulunur. 
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2 2c0s0 
v-2f (/ Ur) âr | a8 


2 cos 


di . 
0 


4 
2. T. 
2r 4 


K 
> 
2 / (8 cos?0 — 4 cos*0) dd 
0 
K 
5N 
—3 / 4 (14-c0s 20) — (1 cos m») dg 
0 


Tr 


— 


2 
—2 J (1-4 cos 20) (8 — cos 20) dö 
0 


Tr 


— 


— 2f (3-4-2 cos 20 — cos? 20) d0 
0 


T 


— 


2 
-2/ (8k 200n2p — EZE an 
0 
K 
5 : a 2 
— 2 5 0 --sin 20 8 sin 40 : 
ör 
2 


431 
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23. 
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2? 
pa ki 1 elipsoidinin hacmımı iki katlı integral yar- 


e hesaplayınız. 


2 
V— ya ve 2— -eyı—E—X —E olarak : 


(Şekil 129'e bak). 


2 
V— sof Jia 


2? 
yz 
-se/ | f Va—E 2 ay de dir. 
5 a b 


0 


Vv z pa Z —k kabul ederek: 
a 


Vv- sef | İY Şi 


ve İ- ksinp ; yabksinp dönüştürmesi yapılırsa 


dy — bkcosode olarak: 


ış 
3 
Vs80f | f b costyâş )ün 
0 
kğ 
a o)öz 


T 


se fl es 7 sin2e | z 
9 
> Rb. 
sef de 
0 
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bulunur. 


24. r yarıçaplı bir kürenin alanını veren formülü iki katlı ins 
tegralle bulunuz. 


Kürenin merkezini orijinde alırsak denklemi (Şekil 124): 
iyii r 


Şekil 124 


olur. Bu yüzeyin &oy düzlemindeki izdüşümü: 


>-yr 
dir. Diğer taraftan: 
ML e 
do  z 'dy z 


ve 
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dz dz ren v2 nr 
yas (e) ii (52) V g “Yazi 


olarak : 


F-4rr 
bulunur. 


25. ©4y—9 ve y?422—9 silin- 
dirlerinin birinci bölgede 
sınırladıkları hacmı ve 
y*-22—9 silindir yüzeyinin 
© --y?—9 silindiriyle ayrıl- 
mış kısmının alanını he- 


saplayınız. 
Şekil 125 
8 VS9—gi 
1) V- / J VS dedy (Sekil 125) 
Lr) 


vV 9—yi 9—y? 
dy 


<İ) — «| 


| n 
-( e iy -|sy— Şi -18 
0 


2) 2-0 > ; 2 olarak : 


VE li (ar) ? (e Kiz) —vVayi - 42 —2yy 27 -6 ve 
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ME YETEN 


© iş de dy 


26. 2 İg silindirinin y—0, yzx ve xw—-2 düzlemleriyle kesil- 


mesinden elde edilen kısmının alanını hesaplayınız. (Şekil 126) 


Şekil 126 


NE EE (2 
- (ayire da -5 la saysn : 
0 


1 e 
-56V5—1w 
dir. 


21. iyi r? küresinin kutupsal denklemi p — r cos 20 olan 
silindirin bir halkasıyla kesilen kısmının alanını bulunuz. 
-——— dz —e dz —y 
2Nr——Y , 2 “YAZ iy yiz yi 


olup : 
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r iri > 


e 
rf Jİ m Ze zi Je va 
—3r İ ezel 


Sİ m 
rr 2) 


râ 


r cos 20 di—2r? fa (1—sin 20) di 


ve bütün alan r?(7-—-2) dir. 


3 6—2z 4—Z-y— Ss 
i jJ jJ jJ ya de dy dz üç katlı integralini hesaplayınız. 


0 
8 6—Zz 4—İy— Şe 3 6—2z 4— —- > —-e 
/J jJ yadadydaz 7) yel dydz 
n 0 0 


-/ İĞ li > 9)6—2— 5 adi 2e»a 2 
0 


3 R 
— Ş J 2(6—22)' dz 


ale 
© 


29. 
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a ya—zta-z 


jJ J jJ zdzdyde Ooüç katlı integralini hesaplayınız" 
0 0 0 i N 


a Nagi— zi a—z a Yas 
7) J ee za) ği da dy 
© 


— j / z(a—z)dz dy 
di 


— 7 any &—2*da— li Na 2? da 
0 0 


olup ikinci taraftaki integralleri hesaplamak üzere, 


z(a—z) v 7 


/ azV a—z' da integralinde a”—z?—u? dönüştürmesi yapılırsa 3 


a 0 a 
jJ azya'—z? da— J —au?du -İ a du 
-0 a 


0 
, | 4 Ja a“ 
>“ 3 
e 
ve | 2Va—z'de integralinde z—a sin 0 dönüştürmesi yapılırsa: 
0 
a 2 
a a —z2? da— J a” sin? 0 a? cos? 9 dö 
0 
rİ2 9 
vafer di— if eee gas “9 dg 
sin 40/7/2 iü j 
“5 4 İİ, © 16 
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elde edilerek yukarıda yerlerine konursa : 


a yai—p  a—z , 
i TK 
Kak m VE VE oc İMLA 
7 7 2zdadydaz 5 Ni 1-4 (5 5) 


bulunur. 


30. uz2&yz fonksiyonunun x—0, y0, 
x z 


— Yy Del Si Ni 
2-0 ve 1 t 9 * 3 —1 düzlem 


lerinin sınırladığı bölgede üç katlı" 
integralini hesaplayınız. 


(Şekil 127) 


1 24—e) 3 (1—x— 2) 


İl e ii di ayz da 


Şekil 127 
1 21—x) ” 3(1—x— 2) 
e J de 2, di 
0 0 
1 Sy 
— İz de fi retee-oyi iv 


yy Di pe. yi 121—) 


EN dx 


1 
-/7 (zey E- (1—a)1 4 (1—a) Ja 
0 
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31, Te RAY t a 


00 0 
NE a, 
Mi G& a? y? dad 
- sef f yam i ii 
90 0 
a 
—2r bc (A Ş)e — rabe 
0 


32. 2-2x24y? paraboloidi ile 
2 -4—y? silindirinin sınır- 
ladığı hacmi hesaplayınız. 

2,2204 y? den 
2-4—y) ye kadar değiştiği 
zaman y,y-Odany—v9—y? 
ye kadar değişir. Bu takdir- 
de x« de x-Odan x—V2 ye 
kadar değişir. Bunlara göre: 


Şekil 128 


V2 VİZri 4-y 


v-4f / J da dy de 
o 0 2a3iyt 


v2 M3 ri 


> J fe dy dn 


v2 EN 

—af | v2 y— 2y” |v 2—ri dü 
3 lo 

0 
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2 Ni 
-5-/ 2—xiYhde—4r dir. 


33. aliyi? ızi2—gi? yüzeyinin koordinat düzlemleri ile sımr- 
ladığı hacmı hesaplayınız. (Şekil 129) 


Ve jJ / J da dydz i : 
(al27— ç1(2)2 (a'N—şi2— gili 
V T de a dy j de 
0 Xx 
(gi —xiRyE o Çal yi yiliyz. 


a 
—fazf 3 dy y 
: lo 
0 0 


i 


Şekil 129 
a (at —x1/2)2 
v da / (6:2 10) 2(a'P— e) yi iyldy 
0 0 
a 
— J Fa) 5 


84. 2*4*y—a), y—a>— az silindirleri ve 2-0 düzlemlerinin 8t- 
mrladıkları hacmt hesaplayınız. 


v- l jJ / dedydz (Şekil 130) 


a Ma— xi a—yi 
v>a faz dy | üz 
0 9 0 
a Va mar). * ği 
—4 / dz | — ay 


Şekil 130 
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2... 23X32 
—— aya —“<- > Ji 


ve ö—asin O dönüştürmesi yapılarak * 
2 


4 
al (at cost0— - se) d0 


m2 , 
—40 / (cos — cost o) d0 
0 
r/2 
a? 
—2- (100520 4 esin?20 Ja 


rJZ ği 
4a , 40 
Eİ (150204 2) 
0 
3 * 
— —r93 
4 dü 
bulunur. 
Aşağıdaki iki katlı inlegralleri hesoplayınız. 


2 2y 


sİS 


(ey) dxdy Cevap : 


441 


e | . 
(Y*2x) 2 dydx Cevap : > d1—6 v3) 


. jJ J ysin2Zxdxdy Cevap : * (m2 — 
y 
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1 
ya du 
39. J VE SE 
2 dy dx 
40. / ökyi 


0 x 


4 5 
41, /J (2 — y*xy— 3)dxdy . 
1ı 2 i 


4 
42. /J (24-2xy — 3y2)dy dx . 
vE 
3 Vy 
43. /J (Gy xy3)dxdy 
2 liy 
© 8 vİB—2gi 
44, jJ J xdady ' 
—3 —viözip 
2 2x 
45. /J xcosydydx 
0 
4 2 
“f 7 
Vr 
(/ xcosydıdy 
0 rİ2 
r Tİ2 


48. JJ x sin (xy) dxdy 
00 
2 x 
49, /jJ los vr dyde 
il 


Cevap 


Cevap 


Cevap 


Cevap 


Cevap 


Cevap 


Cevap 


Cevap 


Cevap 


VE. 


1 . 
ri g log2 


i 
g 4—m) 


455, 
4 


1 
: — 1447 “0 


16 ,- 559 
i v3— 


7 2 8 


:0 

: > (2 cos 4—ces 8—i) 
: 6 —10g2 

: > (0—n) 

: —2 


sz a1—1610g2) 
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2 y4— yi 
50. /f (xy) dxdy Cevap 
1 0 
xjJ2 2a cos 8 
51, rdödr Cevap 
0 0 
xJ2 3cos0 
52. r sin?0 di dr Cevap 
— 0 
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1 He 
k W (5-6 v3) 


Aşağıdaki iki katlı integralleri gösterilen F bölgesinde hesaplayınız. 


53. JJ Giyi)dA OF: 0Sy<2;yx<4 


88 
Cevap :.40 “105 


Mp | e m 
w JJ Pip dA F ; y0,y>x,x>1 ve x—V38 o Cevap :“g(V3—1) 
F 


Aşağıdaki iki katlı integralleri integral sırasını değiştirerek hasaplayınız. 


EK 
55. ; J ye Cevap : F(V7—1) 
a 2 İ 
56. J J yviiyidxd Cevap ir 6v5—8) 
0 2y i 
i 11 
57, jJ / xy) dad Cevap ay evin 
0 x 
ww 
58. jJ / ai Cevap : 1 
0 x 
ği 
0,077 


59. JJ x sin. y dy dx 
0 x 


Cevap : 


444. 


60 


61 


62 


63 


64. 


2 i 
LZ 
z (1x0)3 
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Cevap 


Cevap 


0,406 


Aşağıdaki iki katlı integralleri kutupsul koordinatlara dönüştürerek hesaplayınız. 


0 y/2 
11 
: / / Vikyaydı 
0 Ve 
1 vMizar 
: /f Çİ ali 
0 0 
1 vize 
: J z İT gyde 
0. 0 
11 
/ © dada 
R (aZ5-y2)572 
0 y 


Cevap 


Cevap 


Cevap 


AÂşoğ:daki iki katlı integralleri herhangi bir yoldan hesaplayınız. 


a v a-—-y? 


dedı 
65. JJ Çayi 
0 0 
1 İ 
66. İf x cosy? dy dx 
0 0 
a Na—y 
xtdıdy 
67. / j Gi Eyiyi 
0 0 
1 1 
68. | / — dx dy 
0 y 
1 y 
yp dx dy 


Cevap 


Cevap 


Cevap 


Cevap 


sin 1 


70. 


71. 


172. 


73. 


74, 


75. 


76. 


TI. 


78. 


19. 


80. 


81. 


82. 


Cevap : ç —2r * 5 aresin 
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3y? — 25 x ve 5x2 —9y parabollarının sınırladığı alanı iki katlı integralle 
hesaplayınız. Cevap : 5 


gi 1 i 


x3 iy F—a 3 ve x-y— a eğrilerinin sınırladığı alanı iki katlı integralle 


hesaplayınız. j Cevap : 
ysinx, y—cosx , x —0 eğrilerinin sınırladığı alanı iki katlı integralle 
hesaplayınız. Cevap : V2—1 


xy -—a? eğrisi ile y—a ve x--0 doğrularının sınırladığı alanı iki katlı 
integralle hesaplayınız. 


» — lay ve x— day—a? eğriğrinin sınırladığı alanı iki katlı integralle 


hesaplayınız. Cevap : e 


3x2 —2y ve y? — 18x parabollerinin sınırladıkları alanı iki katlı integralle 


hesaplayınız. Cevap : 4 
yzxvey-—2— ax eğrilerinin sınırladıkları alanı iki katlı Ai he- 
saplayınız. Cevap :2 z 


(*y)? —y?(y-1) eğrisinin halkasının sınırladığı alanı iki katlı integralle 


hesaplayınız. i Cevap : 5 
i 3 
xy? —5a> dairesi ile y- GL eğrisinin herbirinin sınırladığı alanı 
Xx a 


iki katlı integralle hesaplayınız. 


2.) a? ve (1-2-3 arcsin Z.)e 
v5 v3 


r—2cos6 --3 eğrisi iler —2cos0 eğrisinin sınırladıkları alanı iki katlı 
integralle hesaplayınız. Cevap : 10rx 


r-—6sinb, r—132sin89 eğrilerinin sınırladığı alanı iki katlı integralle he- 


saplayınız. Cevap :27r 
rcos0—4, r—8 eğrilerinin sınırladığı alanı iki katlı integralle hesapla- 
yınız. Cevap : ul —16vV3 


r-—0 (1—sin a) eğrisinin sınırladığı alanı iki katlı integralle hesaplayınız. 
3Ta? 


Cevap 3 
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83. x—0, z—0,y2—4—x ve 2-—y142 yüzeylerinin sıhirladığı hacmı hesap- 
, Jayınız, i Cevap : < 
84. yz,yz2:3,zx vey <2—x yüzeylerinin sınırladığı hacmı hesapla- 
yınız. Cevap : iş 
85. “4 İL 4 — 1 düzleminin koordinat düzlemleriyle sınırladığı hacmı 
hesaplayınız. “Cevap : ve 
86. z-x24-3y? yüzeyi ilex —0, x»—2, y—0 ,y-—3 ve z-— 0 düzlemlerinin sınırla- 
dığı hacmı hesaplayınız. Cevap : 62 
© Aşağıdaki üç katlı integralleri hesaplayınız. 
Im Vai—gi 
dxdydz . |, R 
87. P—-pin Cevap : gr 2 
00 0 
a VİZE Vai—yi—yi — 
© yzdx dydz e açi 
88. z li J Ve; # şi Cevap : ig “a 
1 logxiiy 
89. xyz Cevap : e (e2—B8e--15) 
e dx dydz 8 
00 0 
1 7/3 risiniğ 
i 40 a N3 
90. rdr d0 dz evap 36 AE 
00 0 
rj2 a V ai—ri 
rzdödrdz — 
91, J TİR Cevap : a(2— v2) 
—r/2 asinO O 
rJ4 cosÖ r ; 
di dr d 
> j j J EN Cevap 1. (41) —log(V241) 
o 1 1 
r/â 0 a 
93. J J J r sin?p cos 9 cos dödedr Cevap : S5 


0 O asinç 


94, 


95. 


96. 


97. 


98. 


99. 


100. 


101. 
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Aşağıdaki üç katlı integralleri yanlarında gösterilen R bölgesinde hesaplayınız. 


JJ xyz dxdydz R:0<y£z<£x<2a 
R 


8 
Cevap ii 
| xtytz R :0Sy£x<l; 0<z< 
İİİ e dxdy dz e a 
R i 
ka 
, Cevap : — ye—İ 
İJ/ , xdedydz i R:x42<1, xZy),yvez20 
R 
4 
Cevap : 35 


x24-y2-4-23 — 5 küresi ile x74-y? — 4z parapoloidinin sınırladığı hacmı hesap- 
layınız. 


i 2x 3 : 
Cevap : —-(5vV5—4) 
yi-*x2 — 2x paraboloidinin y-—x—l düzlemi ile sınırladığı hacmı hesap- 
layınız. 


Cevap : > 


yzx, xy), 2x0, 2z—124y—x yüzeylerinin sınırladığı silindirik hac- 
mı hesaplayınız. 


9 
Cevap : 4 140 


aBiyB Bg yüzeyinin sınırladığı toplam hacmı hesaplayınız. 


Cevap : iş Ka? 


1--4—rx1—y? parabolidi ile z — 4—2x düzleminin sınırladığı hacmı hesap- 
layınız. 


Cevap : — 


16. KOMPLEKS 
SAYILAR 


9 16 
1 m ifadesini kısaltınız. 


bl ki b AE nl 8 mL ME 
2—pup 2 tüy — YP 
Ağışi 
SR pr ram 
o 24i 
 2—i—14i 


—2-i 


2. Kompleks ifadesi — /0— 10i olan vektörün 45' ve 90 döndü- 
rülmesi halinde elde edilen vektörlerin kompleks ifadelerini bu- 
lunuz. 


Bir vektörün 45* döndürülmesi halinde elde edilecek vek- 
törün kompleks ifadesini bulmak için, verilen vektörün komp- 
leks ifadesini cos 459 -- isin459 ile çarpmak kâfidir. Buna göre 
elde edilen vektörün kompleks ifadesi : 


(—10—10i)cos 45*--i sin 459) — (— 10 — 10007 *i X) 


— —5N2—5V2i—5vV2i—5y2i2 
——10y2i 
dir. 
Ayni vektörün 90* döndürülmesi halinde elde edilen vek- 
törün kompleks ifadesi de verilen vektörün kompleks ifadesini : 


cos 90 --isin90* —i 
ile çarpmak suretile elde edilir. Buna göre elde edilen ifade: 


Kompleks Sayılar (o 449 


(—10—10/)i -—10i— 102 
-—10—10i 
dir, 


I2(cos 169 --i sin 169) 
(Hcos4/'--isin4/))/2(ccs62 -isin62)) 


sonucu kartezyen olarak ifade ediniz. 


işlemini yapınız ve 


o 12(cos16*--isin16*) 12Xcos 16'--: sin 169) 
İBlcos 44“ Ti sin 449) 2cos 6294-5 sin62*)) © 6(cos 106*--i sin 1069) 


— Ycos(16* — 1069) -- i sin(16* — 1069)| 
 2cos(— 909) -- i sin(— 909)) 
— Xcos 90* — isin 909) 


- —d2i 


(2(cos1*-isiniS)/” |, . . 
JA(cos45 isin45)f işlemini yapınız. 


(2(cos15*--isin159)/ | 27(cos105*--isin105') 
(4(cos45*--7sin45)P o 2(cos1359-.isin 1359) 


— 2|cos(— 30*) -4-i sin(— 309)J 
— 2(cos30* —i sin 309) 


—N3—i 


7 100" 
tl bj — (cos 309 -- i sin 30“): 
yazılarak ikinci taraftaki ifadeye Moivre formülü uygulanırsa: 


v3 3 100 . 
La - 7; i ) - cos 3000" -- £ sin 3000" 
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:- COSİ20' --;sin1209 


v3, 


Mig 


elde edilir, 


—g > X30 
6. ( - w i) işlemini yapınız. 


— 


va — cos459 —sin459 — olup: 


ya N2; ——i -cos45*--isin45* 
yazılarak : 
Ça Ş N2; i)- — (cos 45» 4- isin 45*)” 
-— cos13509--isin13509 
— cos 2709 4- isin 270, 


——i 


bulunur. 


/ i 70 / i 70 
7. (7 DE 5) Pi (5 E— Nİ işlemini yapınız. 
1 i 1 'i : , N 
Yö ini Zİ ve W — WE sayılarını trigonometrik şekilde 


yazmak üzere bu sayıların modül ve argümanlarını belirtelim. 


İgpı—1 ; Y, 4 


Buna göre: 


tgo-—İ ; 9-315 
olup : 
i 


Nİ EE YE — cos 45* --i sin 459 


8. 


Kompleks Sayılar 


ri 3 a) — (cos 459 --i sin 459) 
rt 


v2 

— cos 4509 --isin 4509 

“- cos 90*--isin 90 

—E 

ve 
Lİ E Jr“ cos 315* --i sin 3159. 

gel A ol? oyl0 
(5 — 7x) - (cos315* --i sin3159) 


- cos 31509 -4-i sin 3150“ 
-— cos 270" -4-i sin 2709 


> —i 


elde edilerek: 


Gree eğe ram 


bulunur. 


E il işlemini yapınız. 
1i-V2 (cos459 4 isin45) 
ve 
(104 2 (cos 6309 -4- i sin 6309) 
-— 2'(cos 2709 -4-i sin 2709) 
—-2 (0) 
> — 128i 
olup: 
256 o0o0 86 02. 
KYA ii 
dir. 


451 


—Y3 4 i sayısının altıncı mertebeden kökünü hesuplayınız. 


Ri : 1 
r-Y341-2 5 eli , y 1509 
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ve —yY3-i- 2c0s150'--i sin 1509) 


> 0 1509-4360k |... 1504 360k 
- Vi Vö|ece A şi sin | 
— “Y2lc0s(25* -- 604) -- i sin(259 4- 60£) 
dır. Buna göre: i 
21 > NXcos 259 -- isin 259) 
zı - 'Vİ(cos 85' --isin85*) 
23 YXcos145* 4-i sin 1459) 
z4 - “YHcos 2059 -- i sin 2059) 
25 - “VAv&os265* -- isin 2659) 
24 — “VX(cos 325* --i sin 3259) 


bulunur. 
10. 2—2V'31 sayısının beşinci mertebeden kökünü hesaplayınız. 


r—N4412-4; igo zy ve p-— 300" olup: 
2—2V3i-4(c0s300' -4- isin 3009) 
yazılâbilir. Buna göre: 
2-'Y2—2y3i— 'YAlcos 300 Fi sin 3009) 
v2 VA) cos 360 zi 300 4 gi, 360 4 300 İ 


5 
olarak : 


zı - İN4(c0s60* 4-i sin 60) 

zı - NA (cos132'--i sin 1329) 
23 - N4(cos2049 --i sin 2049) 
24 — NA (c0s276'--i sin 2769) 
zs - Y4(c0s348* 4- i sin 348) 


bulunur. 


Kompleks Sayılar o 453 


11, ox5-7— 0 denkleminin gerçel ve kompleks köklerini bulunuz. 


x— V—1—(c0sr-i sin x)16 
İsos EEE ir isin n çi) 


olup : 
#1 cos Z- isin Ba 
Xx, cos 5 isin gi 
xs cos İL isin İE Vİ şi 
aşscos TE Kisin — Vİ İş 
xs-sc0s 5 isin —i 
i xcos Kİ H-isi in zi 
bulunur. 


12. (3—7/i)“üa--bi şekline sokunuz. 


3—7i sayısı için r * V9 49 —v358, İg po > ——2,3333 
ve 92931 olarak: 
m 
(3—7)-3-58 2(cos293912' --- /sin29312')-3 
-— 0,002264(co0s( — 879*36') -- i sin(— 879"36')| 
| 5 0,002264(cos 200924" --i sin 200*24'| 
— 0,002264(— cos 2024” — i sin 20924) 
— 0,002264(— 0,9373 — 0,3486) 
s — 10 (21,21 -- 7,8941) 
bulunur, 
(5— 4i)r(3i—2)8 


(263p ifadesini a -- bi şekline sokunuz., 


13, 
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5—di sayısı için r - V55416 —vV4Al : tge- 3 ve 
© - 32120" olarak: 
(5.— 4i)2 — 411/4(cos321*20' --isin321*20')1/2 
— 411(cos 160*40' -- i sin 160940") dır. 
—2--3i sayısı için r —vV4ar9— VI3: tge- > ve 
p-123'41' olarak: 
(3i — 2) — 131(cos 12341” -- isin 123“41')79 
 131(cos 82*27' -- isin 82'27') 
dır. 
—8—3i sayısı içinde r- V6öâ-9-—V73, tgys — 
— 0,375 ve p - 200*32' olarak: 
—8—30)P  73V5(cos 200*32' -4-i sin 200*32')25 
— 731 (cos 80*13” -- isin80*13') 
dır. Bunlara göre: 
(5 — 4i)(3i—2)78 
(— 8—3i)5 ği 


414 X 13'8 f(cos 160* 40'--i sin 160 40'(cos 82' 27'4-i sin 82'27') 
(cos 80*13'--i sin 809 13'| 


73165 
cos 243*7'--i sin 243'7' 
cos 80913'--i sin 80*13” 
—2,523(cos 162954' -4- isin 162954) 
— 2,523(— cos17*6'--isin17*6') 
— 2,523(— 0,9558 -- 0,2940) 
——2,411--0,7415i. 


- 2,323 


bulunur. 


Sı—cosx cos 2x4-cos3x *k...-kcosnx 
Saızsinx-sin2dx--sin3x--...--sinnx 
toplamlarını S, --i S; yi teşkil ederek hesaplayınız. 
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Sı--iS, — (cos x--i sin x)--(cos 2x--i sin 2x)-4-(cos 3x-:-i sin 3x)-4-.. 
- (cos x-İ-isin ö --(cosx--isinx)?--(cosx-i sin x)'4-.. 
2 — (cosx--isin x)” 
m ük sin) 2 1—(cosx--isinx) 
cosx--isinx—(cosx--isin x)"t 
(1— cosx)—isinx 
cosx--isinx—cos(n--1)x--isin(n--1)x 
(1—cosx)—isinx 


,, (G—cos x)-ki sin x|(cos x--i sin x—cos (1) x—i sin (n--1) x 
(1— cosx”—i?sin?'x 


lü cos x)--isin x|(cos x—cos(n--1) x--i sin x—i sin (n4-1) x| 


2(1—cosx) 
., COSnx—cos(nJ-1) x4-cos x—İ vi sin nx—sin(n--1) x--sin x 
2(1—cosx) 2(1—cosx) 
olup 

g,  <osnx — cos(n--1)x--cosx—1l 
: 2(1— cosx) 

Ss, — sin nx — sin(n--1) x--sinx 
- 30 —cosx) 


dir. 
e. elli 
be AN ie a ig 
iu2 
S2 — Ktz gt 
toplamlarını hesaplayınız. 


Si k-2427 2. 
ii İltyt xt) 


—o— me) 


EE 


1 1 
İIE 
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Sı 4-5, — E 
ve 
-$ i Pp 
gz -21— bg te 
i 
simi n, ii 
4. 
Sı—S, — 3 


bulunur. Bunlardan ise : 
0 4 2. 
e Ne er 
elde edilir. 


Aşağıdaki işlemleri yapınız : 


16. (4 — 3i) - (2 —8) Cevap: —4—i 
17. (3-212 —i) Cevap; 8--i 
2—3i |) 10 
18, a Cevap : 0'İ 
19. 4-008 — 20) —i) Cevap: 21--i 
(2-4-3 — 2i)l1 <2) , Bus; 
20. a m Cevap: > T Si 
4 2—i ıı 2 
Ke e Şe Sn ln me 
21. (24 —1) 5 ini) Cevap : 3 zi 
LİN (18 i 
22. af) —2(i7i) Gölepi 334 
23. 4 sl—i; 2) —244i: 23 2N3—2i olduğuna göre aşağıdaki 
ifadeleri hesaplayınız. 
a) 212-221 —5 , Cevap: —1—di 
b) |(222—32:(13 Cevap: 170 
027 İ 2 
c) e Cevap : 5 
d) (2213 $ 3272 — 5732) nin reel kısmı Cevap; —35 


24. 2x—3iy-- 4ix— 2y—5—10—(x4y-1-)—(Yy—x-3li 
eşitliğini sağlıyan x ve y değerlerini bulunuz. 


Cevap: x—l1. y>—2 


Aşağıdaki kompleks sayıları kartezyen şekle sokunuz. 


25. 6(cos 135'--i sin 1359) Cevap: —3Yİ-4-3y2i 
26. #cos 315'-i sin 3159) Cevap: N2—2V2i 


27. 


28. 


29. 
30. 


31, 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39, 


40. 
41, 
42, 


43. 


44, 


45. 


40, 
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İr; Z zl 
2e 4 Cevap: —V2—V2i 
2r. i 3v3 3. 
mliz.X ı e > . 
g3 Cevap : g—i 
Aşağıdaki işlemleri yapınız. 
6(eos 20'-ki sin 20*).3(cos 25-f-i sin 25") Cevap: 9V2-49y7i 
(cos 18* -- i sin 18*).3(cos123* -- £ sin 1239).Hcos 159” Si sin 1597) 
Cevap: 6—6V3:i 
12(c0s 233'—i sin 232) C KM YO 
3leos S2”L£ sin 87) | ii v zi d 
&cos 73'-ki sin 73 ) in RA 
Mcos 118”4i sin 118 ) Cevap : yi — N2i 
|2Xcos 50 --i sin 509)J6 Cevap: 32—32V3ij 
— 18(cos 40 * isin 40)i3 i ; ei 
İ2(eos 60574 isin 60 )j4 Cevap : —16—16V3i 
Po OR e —S5x YY 5r. 
4.5 lar 4 Ne ) VE 3v5 
de i 
) / —ş—şğ—ğş. e. — 
Ki ii — Cevap 3 3 i 
—i 
3) 
vii) ) ln e iz 
M3 Li 1—i evap » DE p) 
Z y27 
Çe ) Cevap: 
Aşağıdaki kökleri hesaplayınız 3 
(3 — 2iyıyz 
(— 44 4i)1/5 
242V30)1p3 
(<16i)1/4 
(— i)N3 
si Cevap : — (0,7796 4 0,5527 i) 
191 
ED Cevap : — 1,072 4 096745 
(6 — 7i)4/5 z 
EFiyBI air Cevap: — 1,096 -- 0,6805 


(2451)1PX —4— 97/8 


(8i — 3yp5 Cevap; —0,6457-1 1,805 
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